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LA CATE´GORIE DES ARBRES E´LAGUE´S DE BATANIN
EST DE KOSZUL
par
Benoit Fresse
Re´sume´. — La de´finition de la cate´gorie des arbres e´lague´s, dont les objets sont des
arbres planaires a` n-niveaux avec toutes les feuilles au niveau supe´rieur, a e´te´ de´gage´e
dans les travaux de M. Batanin, en partie pour comprendre la structure cellulaire de
certaines En-ope´rades en termes cate´goriques. Le but de cet article est de montrer
que la version enrichie en k-modules de la cate´gorie des arbres e´lague´s est de Koszul.
Ce re´sultat nous donne un mode`le diffe´rentiel gradue´ minimal de cette cate´gorie,
des petits complexes pour calculer des foncteurs Tor et Ext dans les cate´gories de
diagrammes qui lui sont associe´s, et permet d’e´tendre aux En-alge`bres un re´sultat de
M. Livernet et B. Richter sur l’interpre´tation des constructions bar ite´re´es en termes
de foncteurs Tor cate´goriques.
Abstract (Batanin’s category of pruned trees is Koszul). — The category of
pruned trees has been defined by M. Batanin with the aim of understanding the cell
structure of certain En-operads in categorical terms. The objects of this category are
planar trees with n levels so that all leaves are at the top level of the tree. The goal of
this article is to prove that the category of pruned trees is Koszul. This result gives us
a minimal differential graded model of this category, small complexes to computing
Tor and Ext functors in associated categories of diagrams, and allows us to extend
to En-algebras a result of M. Livernet and B. Richter about the interpretation of
iterated bar complexes in terms of categorical Tor functors.
Introduction
La cate´gorie ensembliste des arbres e´lague´s a` n-niveaux, que l’on notera Ωepin , est
une sous-cate´gorie de la cate´gorie des arbres Ωn qui est de´finie dans les travaux de
M. Batanin sur les ω-cate´gories faibles [1]. Les e´le´ments de Ωn repre´sentent, dans
l’ide´e de [1], des sche´mas de compositions dans les cate´gories supe´rieures (on renvoie
e´galement aux articles [4, 15] pour des points de vue diffe´rents sur cette ide´e). La
cate´gorie Ωopn , oppose´e a` Ωn, posse`de aussi une de´finition purement combinatoire,
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en termes de produits en couronne ite´re´s de la cate´gorie simpliciale, qui est utilise´e
dans [6] pour montrer qu’une localisation de la cate´gorie des Ωopn -espaces de´finit un
mode`le de la cate´gorie des espaces de lacets n-ite´re´s.
Les objets de Ωn sont des arbres planaires a` n-niveaux. Les objets de Ω
epi
n sont les
arbres de Ωn dont toutes les feuilles sont situe´es au niveau supe´rieur. Les notions de
code-barres [11] et d’ordre comple´mentaire [17] qui apparaissent dans la de´finition de
certaines En-ope´rades correspondent a` diffe´rentes repre´sentations des objets de Ω
epi
n .
L’interpre´tation de ces cate´gories d’objets en termes de cate´gories supe´rieures permet,
selon M. Batanin [2, 3], d’obtenir une caracte´risation intrinse`que du type d’homotopie
des En-ope´rades, du moins dans le cadre topologique.
Les objets de Ωepin interviennent e´galement dans le mode`le de Milgram des espaces
de lacets ite´re´s [5, 22], dans les travaux de Fox et Neuwirth sur la pre´sentation des
groupes de tresses d’Artin [9], et dans la de´finition des complexes bar ite´re´s [10].
On conside`re dans cet article la version enrichie en k-modules de Ωepin , pour un an-
neau de base fixe´ k. Cette cate´gorie elle-meˆme peut se regarder comme une cate´gorie
enrichie en modules diffe´rentiels gradue´s (une dg-cate´gorie) concentre´e en degre´e 0.
Les constructions usuelles de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e ont une ge´ne´ralisation na-
turelle dans le cadre des dg-cate´gories. On peut ainsi de´finir un analogue cate´gorique
des constructions bar et cobar classiques de l’alge`bre, puis de´finir un analogue des
complexes de Koszul de [23] pour les cate´gories munies d’une graduation en poids, et
e´tendre la notion d’alge`bre de Koszul, telle qu’elle est de´finie dans [23], aux cate´gories.
On notera dg CatΩepin la cate´gorie des dg-cate´gories Θ qui ont ObΘ = ObΩ
epi
n comme
ensemble d’objets.
Le premier objectif de cet article est de montrer que la cate´gorie Ωepin est de Koszul :
l’homologie de sa construction bar B(Ωepin ) se re´duit a` une cocate´gorie enrichie en k-
modules gradue´s K(Ωepin ) dont les e´le´ments α ∈ K(Ω
epi
n )(τ , σ) repre´sentent des cycles
de degre´ maximal dans le complexe B(Ωepin )(τ , σ), pour tout couple d’objets (τ , σ) ∈
ObΩepin ×ObΩ
epi
n . Ce re´sultat nous permettra d’obtenir :
(1) un complexe naturel minimal K(S,Ωepin , T ) pour calculer les foncteurs
Tor
Ωepin
∗ (S, T ) sur les cate´gories de diagrammes associe´es a` Ωepin , ainsi qu’un
complexe de cochaˆınes naturel minimal C(S,Ωepin , T ) pour calculer les foncteurs
Ext∗
Ωepin
(S, T ) ;
(2) un mode`le cofibrant minimal de Ωepin dans dg CatΩepin , donne´ par une construc-
tion cobar Bc(K(Ωepin )) sur la cocate´gorie K(Ω
epi
n ).
La construction bar de Ωepin dans dg CatΩepin s’identifie en fait au complexe de chaˆınes
du nerf de la version ensembliste de Ωepin . Le re´sultat obtenu dans cet article permet
donc de de´terminer l’homologie du nerf de Ωepin .
On ne suit pas le plan habituel pour montrer qu’une alge`bre est de Koszul. On
de´finit d’abord une cocate´gorie K(Ωepin ) de fac¸on directe que l’on forme avec les k-
modules duaux (de´cale´s en degre´) des k-modules engendre´s par les morphismes en-
semblistes de Ωepin . On de´finit aussi un complexe K(S,Ω
epi
n , T ) de fac¸on directe, a`
partir de cette cocate´gorie K(Ωepin ). On de´montre, en e´tendant un argument de [19],
que ce complexe satisfait une proprie´te´ d’acyclicite´, ce qui entraine indirectement que
LA CATE´GORIE DES ARBRES E´LAGUE´S DE BATANIN EST DE KOSZUL 3
la cate´gorie Ωepin est de Koszul, et que la cocate´gorie K(Ω
epi
n ), duale de Ω
epi
n dans
les k-modules, est aussi la cocate´gorie duale de Ωepin au sens de la dualite´ de Koszul
des cate´gories. On en de´duit ensuite que les proprie´te´s (1-2) ci-dessus sont satisfaites
pour cette cocate´gorieK(Ωepin ), que nous avons de´fini de fac¸on directe, et le complexe
K(S,Ωepin , T ) qui lui est associe´.
Cette article comprend une section pre´liminaire pour fixer le cadre de nos construc-
tions, deux parties principales 1-2, et une section de conclusion.
La section pre´liminaire servira principalement a` pre´ciser nos conventions de base
sur les modules diffe´rentiels gradue´s.
La Partie 1 est consacre´e a` la de´monstration de la proprie´te´ de Koszul et aux
applications du point (1). La de´finition de la cate´gorie des arbres e´lague´s Ωepin est
rappele´e au de´but de cette partie. On introduit ensuite la cocate´gorie K(Ωepin ), puis
les complexes a` coefficients K(S,Ωepin , T ), avant de prouver les re´sultats annonce´s.
Pour cette partie du travail, on n’aura besoin que des notions de base de l’alge`bre
homologique – complexes, foncteurs Tor, suites spectrales – dans le cadre additif des
cate´gories de Ωepin -diagrammes. Cependant, pour des raisons de cohe´rence avec la
suite de l’article, on utilisera la terminologie d’e´quivalence faible - issue du langage
des cate´gories mode`les - pour de´signer tout morphisme d’objets diffe´rentiels gradue´s
induisant un isomorphisme en homologie. En outre, on parlera de modules diffe´rentiels
gradue´s (dg-modules en abre´ge´) pour de´signer les objets de notre cate´gorie de base
plutoˆt que de complexes de chaˆınes. En fait, on re´servera la terminologie de complexe
a` certaines constructions spe´cifiques sur les modules diffe´rentiels gradue´s. On renvoie
le lecteur a` la section pre´liminaire pour un expose´ rapide de nos conventions.
La Partie 2 est consacre´e a` la de´finition du mode`le cofibrant de Ωepin , que l’on a
annonce´e en (2), et aux applications de ce mode`le pour la de´finition d’une bonne
cate´gorie de Ωepin -diagrammes homotopiques. On commencera cette partie par une
section d’introduction exposant, dans le cadre conceptuel de l’alge`bre homotopique,
les applications des constructions de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e aux dg-cate´gories.
Le but initial de ce travail e´tait d’e´tendre aux En-alge`bres un re´sultat de M. Liv-
ernet et B. Richter sur l’interpre´tation des constructions bar ite´re´es en termes de
foncteurs Tor-cate´goriques [19]. Ces applications seront aborde´es dans la section de
conclusion de cet article.
Remerciements. — Je remercie Muriel Livernet pour une se´rie de discussions qui
sont a` l’origine de ce travail. Je la remercie aussi, ainsi que Bernhard Keller et E´ric
Hoffbeck, pour des remarques et questions sur la version pre´liminaire du manuscrit
qui m’ont permis d’ame´liorer la pre´sentation de certaines constructions.
Cadre ge´ne´ral
Pour commencer, on reprend la de´finition de la cate´gorie des modules diffe´rentiels
gradue´s qui fournira le cadre de nos constructions, et on revoit rapidement la de´finition
de sa structure de cate´gorie mode`le. On rappelle aussi des constructions fondamen-
tales – produit tensoriel des modules diffe´rentiels gradue´s, hom-interne, suspension et
torsion - qui seront utilise´es tout au long de l’article.
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0.1. Cate´gories de dg-modules. — On travaille sur un anneau de base fixe´ k. On
utilisera la cate´gorie des k-modules et la cate´gorie des modules diffe´rentiels gradue´s
sur k comme cate´gories de base. La cate´gorie des modules diffe´rentiels gradue´s (on
dira dg-modules pour abre´ger) sera note´e dg Mod. On suppose par convention qu’un
dg-module de dg Mod est gradue´ infe´rieurement et posse`de une diffe´rentielle interne
δ : C → C qui diminue le degre´ de 1. Un k-module peut se voir comme un dg-module
concentre´ en degre´ 0.
On garde aussi la convention habituelle de nos articles qui est de supposer que
les dg-modules de dg Mod sont Z-gradue´s. Le lecteur pourra faire un choix inverse
et supposer que les dg-modules de notre cate´gorie de base sont concentre´s en degre´
∗ ≥ 0, mais certaines constructions (les foncteurs de dg-modules d’homomorphismes
notamment) produisent naturellement des modules Z-gradue´s.
0.2. Structures tensorielles et homomorphismes de dg-modules. — On munit la ca-
te´gorie des dg-modules de son produit tensoriel usuel
⊗ : dg Mod× dg Mod→ dg Mod,
qui en fait une cate´gorie mono¨ıdale syme´trique, avec l’isomorphisme de syme´trie τ :
C⊗D→ D⊗C de´fini par la re`gle des signes. On utilisera la notation ± pour de´signer
tout signe produit par une application de cet isomorphisme de syme´trie.
La cate´gorie dg Mod posse`de un hom-interne
Homdg Mod(−,−) : dg Mod
op× dg Mod→ dg Mod
et forme donc une cate´gorie mono¨ıdale syme´trique ferme´e.
Le dg-module Homdg Mod(C,D) est engendre´ en degre´ d par les morphismes de k-
modules f : C → D qui augmentent le degre´ de d. La diffe´rentielle de f : C → D dans
Homdg Mod(C,D) est donne´e par le commutateur gradue´ de f avec les diffe´rentielles
internes :
δ(f) = δf −±fδ.
Le signe ± est de´termine´ par la commutation de f , de degre´ d, avec le symbole de
diffe´rentielle interne δ, de degre´−1. Donc, dans cette formule, on a ± = (−1)deg f . On
utilise la terminologie d’homomorphisme de dg-modules pour de´signer les e´le´ments de
ce dg-hom Homdg Mod(C,D) et les distinguer des morphismes actuels de la cate´gorie
des dg-modules.
Le dg-hom Homdg Mod(C,D) est naturellement Z-gradue´, meˆme lorsque les dg-
modules sont concentre´s en degre´ ∗ ≥ 0. On peut prendre une troncature en degre´
∗ ≥ 0 de ce dg-module pour construire un hom interne dans la cate´gorie des dg-
modules N-gradue´s, cependant c’est toujours de la version Z-gradue´e du dg-hom
Homdg Mod(C,D) dont on aura besoin dans l’article.
0.3. Suspension et de´suspension des dg-modules. — Soit k[d] le dg-module de rang
1 concentre´ en degre´ d, muni d’une diffe´rentielle e´videmment triviale. On associe a`
tout dg-module C le dg-module de´cale´ C[d] tel que C[d] = k[d]⊗ C. Pour d = 1, on
obtient ainsi l’ope´ration de suspension des dg-modules ΣC = k[1]⊗C. Pour d = −1,
on obtient l’ope´ration de de´suspension Σ−1C = k[−1] ⊗ C. Ces ope´rations seront
utilise´es au §6.
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0.4. Homomorphismes de torsion de dg-modules. — On utilise dans certaines con-
structions des dg-modules C munis d’un homomorphisme ∂ : C → C, de degre´
−1, qui additionne´ a` la diffe´rentielle interne de C de´finit une nouvelle diffe´rentielle
δ + ∂ : C → C sur le module gradue´ sous-jacent a` C. On obtient ainsi un nou-
veau dg-module que l’on de´signera par la donne´e du couple (C, ∂). La relation
(δ + ∂)2 = 0, ne´cessaire pour que la diffe´rentielle de (C, ∂) soit bien de´finie, est
e´quivalente a` l’e´quation δ∂ + ∂δ+ ∂2 = 0 puisque la diffe´rentielle interne de C ve´rifie
de´ja` δ2 = 0. On dit alors que ∂ est un homomorphisme de torsion du dg-module C.
On note que la relation δ∂ + ∂δ + ∂2 = 0 s’interpre`te comme une identite´
δ(∂) + ∂2 = 0
dans Homdg Mod(C,C).
0.5. Complexes de dg-modules. — On utilisera la terminologie de complexe pour des
dg-modules tordus particuliers (C, ∂) naturellement de´finis par des suites
(*) · · · → Cd
∂
−→ Cd−1 → · · ·
∂
−→ C0
comme dans l’alge`bre homologique classique. Les exemples conside´re´s dans l’article
comprennent : la construction bar B(Ωepin ), la version a` coefficients de la construction
bar B(S,Ωepin , T ), et les constructions de Koszul correspondantes.
Les composantes Cd d’une telle suite (*) sont en ge´ne´ral des dg-modules qui
posse`dent eux-meˆmes une graduation et une diffe´rentielle interne δ : Cd → Cd. Le
dg-module tordu associe´ a` la suite (*) est alors de´fini par la somme de ces dg-modules
C =
⊕∞
d=0Cd avec un homomorphisme de torsion induit par composante par com-
posante par les homomorphismes ∂ : Cd → Cd−1 donne´s dans la suite (*). On ne
suppose pas ne´cessairement que ces homomorphismes ve´rifient ∂2 = 0. On aura seule-
ment besoin de la relation δ(∂) + ∂2 = 0 du §0.4 pour que le dg-module tordu (C, ∂)
soit bien de´fini.
Si la suite (*) est constitue´e de k-modules, sans graduation ni diffe´rentielle interne,
alors on identifie tacitement chaque composante Cd a` un dg-module concentre´ en
degre´ d pour appliquer notre de´finition. La composante de degre´ ∗ de (C, ∂) s’identifie
alors au k-module donne´ C∗ et la diffe´rentielle de (C, ∂) se re´duit a` la somme des
homorphismes ∂ : C∗ → C∗−1 donne´s dans la suite (*).
La composante de degre´ ∗ du dg-module tordu (C, ∂) associe´ a` une suite (*) est,
dans le cas ge´ne´ral, constitue´e de la somme des composantes de degre´ ∗ de chacun
des dg-modules Cd, d ∈ N. On parlera alors de la composante de degre´ d du com-
plexe (C, ∂) pour de´signer le dg-module Cd et e´viter toute e´quivoque.
0.6. Le langage des cate´gories mode`les. — On munit la cate´gorie des dg-modules de
sa structure mode`le projective standard, telle qu’elle est de´finie dans [13, §2], de sorte
qu’un morphisme de dg-modules f : C → D forme :
– une e´quivalence faible s’il induit un isomorphisme en homologie ;
– une fibration s’il est surjectif en tout degre´ ;
– une cofibration s’il posse`de la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport aux
fibrations acycliques (les fibrations qui sont des e´quivalences faibles).
6 BENOIT FRESSE
On renvoie le lecteur de´butant a` [13] pour un expose´ complet sur les applications
des cate´gories mode`les aux dg-modules. Rappelons simplement que les cofibrations
de dg-modules se de´finissent de fac¸on effective comme des re´tracts d’inclusions i :
C → (C ⊕ E, ∂) ou` D = (C ⊕ E, ∂) est un module tordu tel que E =
⊕
α∈Λ k eα est
un k-module gradue´ libre (sans diffe´rentielle interne) muni d’une filtration de´finie au
niveau de sa base
0 =
⊕
α∈Λ0
k eα︸ ︷︷ ︸
E0
⊂ · · · ⊂
⊕
α∈Λλ
k eα︸ ︷︷ ︸
Eλ
⊂ · · · ⊂ colim
λ∈N
{⊕
α∈Λλ
k eα
}
= E
de sorte que l’homomorphisme de torsion ve´rifie ∂(C) = 0 et ∂(Eλ) ⊂ C⊕Eλ−1, pour
tout λ > 0. Cette caracte´risation nous permet de voir aise´ment que le dg-module
tordu D = (C, ∂) forme´ a` partir d’un complexe de k-modules projectifs, ou plus
ge´ne´ralement a` partir d’un complexe de dg-modules cofibrants, de´finit lui-meˆme un
objet cofibrant de la cate´gorie des dg-modules (rappelons qu’un objet D est cofibrant
lorsque le morphisme initial 0→ D est une cofibration).
On adoptera la terminologie de dg-cofibration pour de´signer tout morphisme, de´fini
a` l’inte´rieur d’une cate´gorie, qui par oubli de structure de´finit une cofibration dans
la cate´gorie des dg-modules. On utilisera des conventions similaires en parlant de
dg-modules cofibrants et d’objets dg-cofibrants. On supposera ge´ne´ralement que les
objets conside´re´s dans ce travail sont dg-cofibrants. Cette pre´caution est superflue
lorsque l’anneau de base est un corps car tout les dg-modules sur k sont alors cofi-
brants.
On utilisera le langage des cate´gories mode`les tout au long de l’article, meˆme si
on n’aura besoin - dans la premie`re partie de l’article du moins - que des ide´es de
l’alge`bre homologique classique.
Partie 1. Le complexe de Koszul des la cate´gorie des arbres e´lague´s
Cette partie est consacre´e a` l’e´tude des complexes de Koszul K(S,Ωepin , T ) et aux
applications de ces complexes pour le calcul des foncteurs Tor dans les cate´gories de
Ωepin -diagrammes. D’abord (au §1) on rappelle la de´finition de la cate´gorie des arbres
e´lague´s Ωepin . Ensuite (au §2) on donne une de´finition ad-hoc de la construction de
Koszul associe´e a` cette cate´gorie et on montre que cette construction K(Ωepin ) se
plonge dans le complexe bar usuel B(Ωepin ) dont on rappelle e´galement la de´finition.
Puis (aux §§3-4) on de´finit et e´tudie les versions a` coefficients de la construction
de Koszul de Ωepin . On explique que ces complexes de Koszul K(S,Ω
epi
n , T ) sont
faiblement e´quivalents aux constructions bar a` coefficients B(S,Ωepin , T ) et permet-
tent de de´terminer des foncteurs Tor
Ωepin
∗ (S, T ) de`s lors que certains de ces complexes
sont acycliques, ce que l’on de´montre dans la section finale de cette partie (au §5).
1. La cate´gorie des arbres e´lague´s. — On reprend dans cette section la
de´finition de la cate´gorie des arbres e´lague´s Ωepin telle qu’elle apparaˆıt dans les
travaux de M. Batanin [2, 3]. On revoit aussi la de´finition d’une cate´gorie comma,
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forme´e a` partir de Ωepin , qui intervient dans notre travail sur les complexes bar
ite´re´s [10]. On fera des rappels supple´mentaires sur ces de´finitions en cours d’article.
On renvoie aux re´fe´rences cite´es dans l’introduction et a` la bibliographie de [2, 3]
pour d’autres pre´sentations de la cate´gorie des arbres e´lague´s et de ses variantes.
1.1. La cate´gorie des arbres e´lague´s : de´finition formelle et repre´sentation graphique.
— On note r l’ensemble ordonne´ r = {1 < · · · < r}.
Les objets de Ωepin , de´signe´s par des lettres grecques souligne´es τ , sont les suites de
surjections croissantes
t0
τ1−→ t1
τ2−→ · · ·
τn−→ tn = ∗
avec l’ensemble final ∗ = 1 comme dernier ensemble but. Une telle suite de surjections
de´finit un arbre planaire dont les sommets sont arrange´s sur des niveaux 0, . . . , n :
l’ensemble ti de´finit l’ensemble des sommets au niveau i de l’arbre, ordonne´s de la
gauche vers la droite ; la surjection τi de´finit l’ensemble des areˆtes des sommets de
niveau i − 1 vers les sommets de niveau i. Un exemple, repre´sentant une suite de
surjections de la forme
3
τ1−→ 2
τ2−→ 2
τ3−→ 1
τ4−→ 1,
est donne´ Figure 1.
??
??


??
??


Figure 1.
Un morphisme de Ωepin
{t0
τ1−→ t1
τ2−→ · · ·
τn−→ tn}
u
−→ {s0
σ1−→ s1
σ2−→ · · ·
σn−−→ sn}
est une suite d’applications surjectives u : ti → si telles que le diagramme
t0
u

τ1 // t1
u

τ2 // · · ·
τn // tn
u

s0
σ1 // s1
σ2 // · · ·
σn // sn
commute et u : ti → si est croissante sur chaque sous-ensemble τ
−1
i+1(x) ⊂ ti, pour x ∈
ti+1.
On utilise la notation In τ pour de´signer l’ensemble source In τ = t0 de la premie`re
surjection d’un objet τ ∈ Ωepin . L’application In : τ 7→ In τ de´finit un foncteur de Ω
epi
n
dans la cate´gorie Surj constitue´e des ensembles finis avec les applications surjectives
comme morphismes.
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1.2. Le poset des arbres e´lague´s avec une source fixe´e. — On utilise dans [10] la
cate´gorie comma e /Ωepin (note´e Π
n(e) dans [10, §A]), associe´e a` chaque ensemble
fini e, et dont les objets sont les suites
e
τ0−→ t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn = ∗
telles que τ = {t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn} de´finit un e´le´ment de Ω
epi
n et {e
τ0−→ t0} de´finit
un morphisme τ0 : e → In τ dans la cate´gorie des surjections Surj . L’application
τ0 : e → t0 se repre´sente dans l’arbre associe´ a` τ par un e´tiquetage des noeuds de
niveau 0 par les sous-ensembles τ−10 (x), pour x ∈ t0, comme dans l’exemple de la
Figure 2.
e
??
??
b c a d


??
??


Figure 2. Un arbre e´lague´ e´tiquete´. Dans cet exemple, on a e =
{a, b, c, d, e}, et la surjection τ0 : e → t0 est de´finie par τ0(e) = 1,
τ0(b) = τ0(c) = 2 et τ0(a) = τ0(d) = 3.
Une suite d’applications surjectives u : ti → si de´finit un morphisme dans la
cate´gorie comma
{e
τ0−→ t0
τ1−→ t1
τ2−→ · · ·
τn−→ tn}
u
−→ {e
σ0−→ s0
σ1−→ s1
σ2−→ · · ·
σn−−→ sn}
si chaque application u : ti → si est croissante sur les sous-ensembles τ
−1
i+1(x) ⊂ ti,
x ∈ ti+1 (condition pour avoir un morphisme dans Ω
epi
n ), et le diagramme
e
=

τ0 // t0
u

τ1 // t1
u

τ2 // · · ·
τn // tn
u

e
σ0 // s0
σ1 // s1
σ2 // · · ·
σn // sn
commute dans son ensemble.
On montre dans [10, §A.7] que e /Ωepin forme un poset : l’ensemble des morphismes
dans e /Ωepin d’un objet source {e
τ0−→ t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn} vers un objet but donne´
{e
σ0−→ s0
σ1−→ · · ·
σn−−→ sn} est soit vide, soit re´duit a` un unique e´le´ment, et dans ce
dernier cas on e´crit
{e
τ0−→ t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn} ≥ {e
σ0−→ s0
σ1−→ · · ·
σn−−→ sn}.
Ce re´sultat entraine qu’un morphisme u : τ → σ de la cate´gorie Ωepin est entie`rement
determine´ par la donne´e :
– d’un objet source τ = {t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn},
– d’un objet but σ = {s0
σ1−→ · · ·
σn−−→ sn},
– et d’une application u : In τ → In σ,
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de sorte qu’on a la relation
{In τ
=
−→ t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn} ≥ {In τ
u
−→ s0
σ1−→ · · ·
σn−−→ sn}
dans le poset In τ /Ωepin . On utilisera cette observation pour repre´senter graphique-
ment les morphismes de Ωepin par la donne´e de l’arbre source τ et la donne´e de l’arbre
but σ e´tiquete´ par les e´le´ments de In τ , ou de tout ensemble de variables (muettes) e
mis en bijection avec In τ (voir par exemple §5).
Remarque. — Les re´sultats que l’on obtiendra aux §§2-5 montrent que le poset e /Ωepin
est de Cohen-Macaulay. On peut cependant observer qu’il n’admet pas de CL-shelling
au sens de [7] sauf lorsque n ou le cardinal de e sont petits.
1.3. La graduation de la cate´gorie des arbres e´lague´s. — Dans nos constructions,
on utilisera de fac¸on essentielle que la cate´gorie des arbres e´lague´s Ωepin posse`de une
graduation naturelle. On de´finit d’abord le degre´ d’un objet τ ∈ Ωepin , de´fini par une
suite de surjections t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn, en posant :
deg(τ ) = t0 + · · ·+ tn−1.
Graphiquement, cette expression repre´sente le nombre de sommets de niveau < n de
l’arbre repre´sentant τ , ou, de fac¸on e´quivalente, le nombre d’areˆtes de τ . Le degre´
d’un morphisme u : τ → σ est ensuite de´fini par la diffe´rence :
deg(u) = deg(τ )− deg(σ),
repre´sentant le nombre de sommets de τ identifie´s par u.
2. La construction de Koszul de la dg-cate´gorie des arbres e´lague´s. — On a
rappele´ la de´finition de la cate´gorie des arbres e´lague´s Ωepin dans un cadre ensembliste
au §1. On utilise maintenant une version enrichie en k-modules de cette cate´gorie, avec
le meˆme ensemble d’objets, mais dont les hom-objets sont les k-modules librement
engendre´s par les morphismes ensemblistes de Ωepin . On gardera la meˆme notation
Ωepin pour de´signer cette cate´gorie enrichie en k-modules. On re´serve simplement la
notation MorΩepin (τ , σ) pour de´signer l’ensemble des morphismes ensemblistes de Ω
epi
n
et on prendra la notation Ωepin (τ , σ) pour de´signer le k-module des homomorphismes de
la cate´gorie Ωepin dans sa version enrichie. L’expression u : τ → σ ne sera utilise´e que
pour de´signer des morphismes ensemblistes u ∈MorΩepin (τ , σ). On a donc l’identite´ :
Ωepin (τ , σ) =
⊕
u:τ→σ
k{u},
en notant {u} les e´le´ments ge´ne´rateurs de Ωepin (τ , σ) associe´s aux morphismes ensem-
blistes u : τ → σ.
On montrera plus loin comment les constructions de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e
s’appliquent a` cette cate´gorie enrichie en k-modules Ωepin , que l’on voit elle-meˆme
comme une dg-cate´gorie concentre´e en degre´ 0. On utilisera en particulier une con-
struction bar naturellement associe´e a` toute dg-cate´gorie Θ qui a ObΘ = ObΩepin
comme ensemble d’objet. On expliquera que cette construction bar forme une dg-
cocate´gorie.
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On se contente pour le moment de conside´rer des structures, appele´es dg-graphes,
de´finies par des collections de dg-modules Γ(τ , σ) indexe´es par les couples (τ , σ) ∈
ObΩepin ×ObΩ
epi
n .
La construction bar (normalise´e re´duite) de Ωepin est le dg-graphe B(Ω
epi
n )(τ , σ)
engendre´ en degre´ d par les d-uplets de morphismes composables
{τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ∈ MorΩepin (τ1, τ0)× · · · ×MorΩepin (τd, τd−1)
satisfaisant la condition de non-de´ge´ne´rescence ui 6= id, ∀i, et tels que (τd, τ0) =
(τ , σ), avec la diffe´rentielle de´finie par la formule usuelle
∂{τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} =
d−1∑
i=1
(−1)i{τ0
u1←− · · ·
uiui+1
←−−−− · · ·
ud←− τd},
pour tout e´le´ment {τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ∈ B(Ω
epi
n ). La construction bar de´finit un
complexe au sens du §0.5.
Le but principal de cette section est de construire un sous-objet de B(Ωepin ), la
construction de Koszul K(Ωepin ), dont les e´le´ments repre´senteront des cycles de degre´
maximal dans les diffe´rentes composantes de la construction bar B(Ωepin )(τ , σ).
On verra plus loin que K(Ωepin ) forme un sous-objet de B(Ω
epi
n ) dans la cate´gorie
des dg-cocate´gories. Cette cocate´gorie K(Ωepin ) est un analogue, dans le cadre des
cate´gories, du dual de Koszul des alge`bres associatives de´fini dans [23]. La me´thode
habituelle pour construire le dual de Koszul d’une alge`bre A consiste a` de´terminer une
pre´sentation de A par ge´ne´rateurs et relations, puis a` prendre des relations orthogo-
nales pour de´finir la coge`bre K(A). Dans notre cas, il sera plus simple de construire
la cocate´gorie K(Ωepin ) de fac¸on directe. L’identification de K(Ω
epi
n ) avec un dual
de Koszul re´sultera alors de l’identite´, e´tablie au The´ore`me 7.A, d’une construction
cobar Bc(K(Ωepin )) avec un mode`le minimal de Ω
epi
n . On appliquera en fait la dualite´
de Koszul en sens inverse pour obtenir une pre´sentation par ge´ne´rateurs et relations
de Ωepin a` partir de ce re´sultat.
On s’appuie ne´anmoins sur la graduation naturelle de Ωepin pour de´finir K(Ω
epi
n ),
comme dans la the´orie classique de la dualite´ de Koszul des alge`bres [23]. On com-
mence par re´viser la structure des morphismes de degre´ 1 de la cate´gorie des arbres
a` niveaux.
2.1. Les morphismes d’arbres e´lague´s de degre´ 1. — Les observations de [19, Lemma
3.4] (voir e´galement [10, §A.8]) impliquent que les morphismes de degre´ 1 de Ωepin sont
donne´s par des diagrammes de la forme
t0
τ1 //
sh0

· · ·
τk−1 // tk−1
τk //
shk−1

tk
τk+1 //
da

tk+1
τk+2 //
id

· · ·
τn // tn
id

t0
σ1 // · · ·
σk−1 // tk−1
σk // tk − 1
σk+1 // tk+1
σk+2 // · · ·
σn // tn
et que l’on construit de la fac¸on suivante :
(1) l’application ui : ti → si est l’identite´ pour i > k, ce qui implique la relation
σi = τi pour i > k + 1 ;
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(2) l’application da identifie deux sommets conse´cutifs (a, a+1) d’une fibre τ
−1
k+1(b)
au niveau k, de sorte que l’on a
da(x) =
{
x, pour x = 1, . . . , a,
x− 1, pour x = a+ 1, . . . , sk,
et ne´cessairement σk+1(x) =
{
τk+1(x), pour x = 1, . . . , a,
τk+1(x + 1), pour x = a+ 1, . . . , tk − 1 ;
(3) puis, lorsque k > 0, on a ne´cessairement
σ−1k (x) =

τ−1k (x), pour x = 1, . . . , a− 1,
τ−1k (a) ∪ τ
−1
k (a+ 1), pour x = a,
τ−1k (x), pour x = a+ 2, . . . , sk+1,
ce qui de´termine σk ; l’application shk−1 au niveau k − 1 est la juxtaposition
des applications identiques sur les fibres τ−1k (x), x 6= a, a+1, avec une bijection
τ−1k (a) ∐ τ
−1
k (a+ 1)
≃
−→ σ−1k (a)
pre´servant l’ordre entre les e´le´ments de τ−1k (a) et τ
−1
k (a+1) (en d’autres termes,
cette application est une permutation de battage) ;
(4) les applications σi : ti−1 → ti et les bijections shi−1 : ti−1 → ti−1 sont
ensuite de´termine´es inductivement ; d’abord σi, par les relations σ
−1
i (x) =
τ−1i (sh
−1
i (x)), x ∈ ti ; puis shi−1, par la relation σi shi−1 = shi τi et la pro-
prie´te´ de croissance sur les fibres τ−1i (x), x ∈ ti.
Un morphisme de degre´ 1 est donc entie`rement de´termine´, a` partir de son domaine τ ,
par la fusion de deux sommets conse´cutifs (a, a+1) sur une fibre τ−1k+1(b) de l’arbre τ
et, lorsque k > 0, par une bijection
shk−1 : τ
−1
k (a) ∐ τ
−1
k (a+ 1)
≃
−→ σ−1k (a)
me´langeant les fibres de ces sommets.
La Figure 3 donne la repre´sentation graphique sche´matique d’un tel morphisme
de degre´ 1. La notation α (respectivement β) repre´sente l’ensemble du sous-arbre
au dessus du sommet fusionne´ a (respectivement, b = a + 1). L’observation (4)
de la construction formelle donne´e dans ce paragraphe signifie graphiquement que
l’ensemble du sous-arbre au dessus d’un sommet x ∈ τ−1k (a)∪ τ
−1
k (b) est de´place´ avec
x. Le morphisme se comprend donc globalement comme une fusion des sommets a
et b = a+ 1 et d’une permutation de battage des sous-arbres au dessus des sommets
x ∈ τ−1k (a) ∪ τ
−1
k (b) que repre´sente l’expression sh(α, β) dans la figure.
· · · @@
@@ α
~~
~~ @@
@@ β
~~
~~ · · ·
VVVV
VVVV
VVVV •
NN
NN
NN •
pp
pp
pp
hhhh
hhhh
hhhh
...
u
−→
· · · SSSS
SSS
SS sh(α, β)
kkk
kkk
kkk · · ·
VVVV
VVVV
VVVV •
hhhh
hhhh
hhhh
...
Figure 3.
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Ces morphismes de degre´ 1 correspondent dans le formalisme de [10, §A.8] aux
relations de recouvrement du poset e /Ωepin .
2.2. Signe des morphismes de degre´ 1. — Les morphismes de degre´ 1, avec un signe
sgn(u) associe´ a` chaque morphisme u, de´terminent les termes de la diffe´rentielle
du complexe bar n-ite´re´ Bn(A) d’une alge`bre commutative A (voir [10, Proposi-
tion A.10]). On utilise la relation de la cate´gorie Ωepin avec le complexe bar n-ite´re´
Bn(A) pour de´finir le signe sgn(u) associe´ a` chaque morphisme u de fac¸on indirecte
dans [10], en renvoyant aux de´finitions de [21, §X.12] pour la construction bar des
alge`bres commutatives. Le but de ce paragraphe est de donner une de´finition directe
de ce signe et dans un contexte ge´ne´ralise´.
On de´finit en fait un signe pour chaque morphisme de e /Ωepin , pour un ensemble
d’entre´es donne´ e, avec un degre´ deg(e) associe´ a` chaque e ∈ e. Cette convention
interviendra au §5. On pourra supposer que ce degre´ est nul jusque la`, ce que l’on
fera tacitement dans les constructions qui suivront ce paragraphe, et on appliquera la
de´finition de sgn(u) aux morphismes u : τ → σ de Ωepin en prenant e = In τ comme
ensemble d’entre´es.
On se donne un objet τ ∈ e /Ωepin . On associe un symbole de degre´ 1 a` chaque
sommet x ∈ ti de niveau i < n de τ et on suppose que les entre´es e ∈ e de τ ∈
e /Ωepin sont munies du degre´ deg(e) qui leur est associe´. On ordonne ces e´le´ments en
parcourant l’arbre sommet par sommet, en suivant les areˆtes du bas vers le haut, puis
de gauche a` droite, pour former un tenseur diffe´rentiel gradue´ associe´ a` τ . On fixera
simplement un ordre arbitraire pour les entre´es e ∈ e sur une meˆme fibre τ−10 (k),
k ∈ t0, qui peuvent toujours eˆtre permute´es dans la suite. Pour l’arbre de la Figure 2,
on obtient ainsi l’ordre
x4
e5
x8
EE
EE
E
b9 c10
x11
ww
ww
w
a12 d13
x3 x7
x2
EE
EE
E x6
yy
yy
y
x1
et un tenseur de la forme
x1 ⊗ x2 ⊗ x3 ⊗ x4 ⊗ e5 ⊗ x6 ⊗ x7 ⊗ x8 ⊗ b9 ⊗ c10 ⊗ x11 ⊗ a12 ⊗ d13.
On se donne un morphisme u : τ → σ de degre´ 1 fusionnant des sommets (xi, xj)
dans τ . Le signe sgn(u) se de´termine par l’application des re`gles de l’alge`bre diffe´-
rentielle gradue´e aux permutations de tenseurs implique´es dans l’ope´ration de fusion
de´finie par u. De fait, cette ope´ration de fusion se de´compose comme suit :
(1) on part du tenseur de´fini par l’ordre de l’arbre source τ ,
(2) on place les sommets (xi, xj) en premie`re position par une permutation de
tenseurs,
(3) on effectue la fusion,
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(4) puis on effectue une nouvelle permutation de tenseurs pour replacer les facteurs
du produit tensoriel dans l’ordre fixe´ par l’arbre but σ.
Le signe sgn(u) est produit par les ope´rations (2) et (4).
Le signe associe´ au morphisme
x4
e5
x8
EE
EE
E
b9 c10
x11
ww
ww
w
a12 d13
x3 x7
x2
EE
EE
E x6
yy
yy
y
x1
7→
x8
EE
EE
E
b9c10
x11
ww
ww
w
a12d13
x4
e5
x7
GG
GG
G x3
ww
ww
w
x26
x1
est ainsi de´termine´ par les ope´rations
x1 ⊗ x2 ⊗ x3 ⊗ x4 ⊗ e5 ⊗ x6 ⊗ x7 ⊗ x8 ⊗ b9 ⊗ c10 ⊗ x11 ⊗ a12 ⊗ d13
≃ x2 ⊗ x6 ⊗ x1 ⊗ x3 ⊗ x4 ⊗ e5 ⊗ x7 ⊗ x8 ⊗ b9 ⊗ c10 ⊗ x11 ⊗ a12 ⊗ d13
7→ x26 ⊗ x1 ⊗ x3 ⊗ x4 ⊗ e5 ⊗ x7 ⊗ x8 ⊗ b9 ⊗ c10 ⊗ x11 ⊗ a12 ⊗ d13
≃ x1 ⊗ x26 ⊗ x7 ⊗ x8 ⊗ b9 ⊗ c10 ⊗ x11 ⊗ a12 ⊗ d13 ⊗ x3 ⊗ x4 ⊗ e5.
La premie`re permutation de tenseurs produit un signe (−1)p d’exposant p = 4 +
deg(e), la seconde un signe (−1)q d’exposant q = 1 + (2 + deg(e)) · (3 + deg(a) +
deg(b) + deg(c) + deg(d)), et on somme ces exposants pour obtenir le signe de u.
2.3. La construction de Koszul associe´e a` la cate´gorie Ωepin . — On forme le dg-graphe
K(Ωepin ) de´finis par les dg-modules
K(Ωepin )(τ , σ) =
⊕
u∈Mor
Ω
epi
n
(τ,σ)
k{u},
avec des e´le´ments ge´ne´rateurs {u} munis d’une diffe´rentielle triviale et du degre´
deg{u} = deg(τ )− deg(σ)
de´duit de la graduation des arbres a` niveau. On appelle ce dg-graphe la construction
de Koszul de Ωepin .
On conside`re l’application
K(Ωepin )(τ , σ)
ι
−→ B(Ωepin )(τ , σ)
qui applique un e´le´ment ge´ne´rateur {u} ∈ K(Ωepin )(τ , σ) sur la somme
ι{u} =
∑
u=u1···ud
deg u1=···=deg ud=1
sgn(u1) · · · sgn(ud)︸ ︷︷ ︸
±
·
{
τ0
u1←− · · ·
ud←− τd
}
s’e´tendant sur l’ensemble des de´compositions de u en morphismes de degre´ 1 dans la
cate´gorie ensembliste Ωepin . On observe que :
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Proposition 2.4. — On a ∂ι{u} = 0 dans B(Ωepin ), de sorte que notre application
de´finit un morphisme de dg-modules
K(Ωepin )(τ , σ)
ι
−→ B(Ωepin )(τ , σ),
pour tout couple (τ , σ) ∈ ObΩepin ×ObΩ
epi
n .
De´monstration. — On prouve que tout morphisme de degre´ 2
τ
u
−→ σ
posse`de exactement deux de´compositions
θ1
v1

τ
w1
??
w2 
u // σ
θ2
v2
??
avec deg v1 = deg v2 = degw1 = degw2 = 1, puis on constate que les signes
sgn(v1) sgn(w1) et sgn(v2) sgn(w2)
associe´s a` ces de´compositions sont oppose´s. Ceci suffit pour montrer que les termes
du de´veloppement
∂ι{u} =
∑
u=u1···ud
degu1=···=degud=1
1≤i≤d−1
sgn(u1) · · · sgn(ud)︸ ︷︷ ︸
±
·
{
τ0
u1←− · · ·
uiui+1
←−−−− · · ·
ud←− τd
}
d’un morphisme u de degre´ d quelconque s’annulent deux a` deux.
On ge´ne´ralise l’analyse du §2.1 pour de´terminer un morphisme de degre´ 2 a` partir
de son domaine τ et des sommets de τ identifie´s par u. On distingue trois cas.
On suppose d’abord que u fusionne trois sommets conse´cutifs a, b = a+1, c = a+2
sur une meˆme fibre τ−1k (x). La Figure 4 donne la repre´sentation sche´matique de
ce morphisme et ses deux de´compositions. L’expression sh(α, β, γ) repre´sente une
permutation de battage des sous-arbres (α, β, γ). L’existence des deux de´compositions
re´sulte de l’existence d’uniques permutations de battages a` deux composantes telles
qu’on a la relation
sh(α ∪ β, γ) · sh(α, β) = sh(α, β, γ) = sh(α, β ∪ γ) · sh(β, γ)
dans le groupe des permutations de l’alphabet α ∪ β ∪ γ.
On suppose maintenant que u fusionne un couple de sommets conse´cutifs a, b =
a + 1, sur une meˆme fibre τ−1k (x), et un couple disjoint de sommets conse´cutifs c,
d = c+1, sur une fibre τ−1l (y) avec e´ventuellement x 6= y et k 6= l. La repre´sentation
sche´matique de ce morphisme et de ses de´compositions est donne´e Figure 5.
Un dernier cas correspond a` la fusion d’un couple de sommets conse´cutifs a, b = a+
1, sur une meˆme fibre τ−1k (x), et d’un couple de sommets c et d tels que c ∈ τ
−1
k (a) et
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· · · KKK
KKK sh(α,β)
xx
xx
x
<<
<< γ

 · · ·
WWWW
WWWW
WWWW
W •
NN
NN
NN •
sss
ss
s
jjj
jjj
jjj
j
...
· · · 77
77 α

 77
77
β

 77
77 γ

 · · · · · · NNN
NN
N sh(α,β,γ)
pp
pp
pp
· · ·
WWWW
WWWW
WWWW
W •
SSS
SSS
SS • •
kkk
kkk
kk
gggg
gggg
gggg
g
RRR
RRR
RR •
lll
lll
ll
...
...
· · · 77
77 α

 FF
FF
F sh(β,γ)
sss
sss · · ·
TTT
TTT
TTT
T •
KKK
KKK •
pp
pp
pp
gggg
gggg
gggg
g
...
//
55
**
$$
::
Figure 4.
d ∈ τ−1k (b). La repre´sentation sche´matique de ce morphisme et de ses de´compositions
est donne´e Figure 6.
On se convainc aise´ment qu’il n’y a pas d’autres possibilite´s que ces trois configu-
rations.
On ve´rifie ensuite, par simple inspection des re`gles de permutation du §2.2, que les
signes associe´s aux deux de´compositions u = v1w1 = v2w2 d’un morphisme de degre´ 2
sont oppose´s dans chaque cas et ceci termine la de´monstration de la proposition.
Notre objectif principal consiste maintenant a` montrer que ce morphisme ι :
K(Ωepin ) → B(Ω
epi
n ) de´finit une e´quivalence faible. On introduit une version a` co-
efficients des constructions K(Ωepin ) et B(Ω
epi
n ) afin de de´montrer ce re´sultat de fac¸on
indirecte, par des arguments de comparaison de complexes.
3. Complexes a` coefficients. — Les versions a` coefficients de K(Ωepin ) et B(Ω
epi
n )
que l’on conside`re sont de´finies sur les cate´gories de Ωepin -diagramme covariants et
contravariants. Pour le moment, on ne conside`re que des Ωepin -diagrammes en k-
modules, pour lesquels les de´finitions les plus classiques de l’alge`bre homologique
s’appliquent : rappelons simplement que la cate´gorie des Ωepin -diagrammes covari-
ants en k-modules (et la cate´gorie des Ωepin -diagrammes contravariants de meˆme) est
abe´lienne et posse`de un ensemble de ge´ne´rateurs projectifs de´finis par les diagrammes
de Yoneda Ωepin (τ ,−). On e´tendra nos constructions au cadre diffe´rentiel gradue´ dans
la section suivante.
3.1. Constructions a` coefficients. — On se donne donc un Ωepin -diagramme con-
travariant S et un Ωepin -diagramme covariant T a` valeurs dans les k-modules. Le
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··· RRR
RRR
RR
sh(γ,δ)
nnn
nnn
n
···
UUUU
UUUU
UUU •
kkk
kkk
kkk
...
··· 77
77 α

 <<
<<
β

 ···
TTT
TTT
TTT
T •
KKK
KKK •
sss
sss
iiii
iiii
iii
...
··· 77
77 γ

 77
77
δ

 ··· ··· NN
NN
NN sh(γ,δ)
pp
pp
pp
···
TTT
TTT
TTT
T •
II
II
I •
uu
uu
u
kkk
kkk
kkk
RRR
RRR
RR •
lll
lll
ll
...
...
··· 77
77 α

 77
77
β

 ··· ··· NN
NN
NN sh(α,β)
pp
pp
pp
···
SSS
SSS
SSS •
II
II
I •
uu
uu
u
jjj
jjj
jjj
j
RRR
RRR
RR •
lll
lll
ll
...
...
··· <<
<< γ

 <<
<<
δ

 ···
UUU
UUU
UUU
U •
II
II
I •
qq
qq
qq
iii
iii
iii
i
...
··· RRR
RRR
RR sh(α,β)
lll
lll
ll
···
UUU
UUU
UUU
U •
iii
iii
iii
i
...
//
>>
""

BB
Figure 5.
complexe bar a` coefficients B(S,Ωepin , T ) est de´fini par le k-module
B(S,Ωepin , T )d =
⊕
(u1,...,ud)
S(τ0)⊗ k{τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ⊗ S(τd)
en degre´ d avec la diffe´rentielle donne´e par la formule
∂(x⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ⊗ y) = u
∗
1(x)⊗ {τ1
u2←− · · ·
ud←− τd} ⊗ y
+
d−1∑
i=1
(−1)ix⊗ {τ0
u1←− · · ·
uiui+1
←−−−− · · ·
ud←− τd} ⊗ y
+ (−1)dx⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud−1
←−−− τd−1} ⊗ ud∗(y).
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Figure 6.
Le complexe de Koszul a` coefficients K(S,Ωepin , T ) est de´fini par les k-modules
K(S,Ωepin , T ) =
⊕
u:τ→σ
(σ,τ)∈ObΩepin ×ObΩ
epi
n
S(σ)⊗ {u} ⊗ T (τ)
munis de la graduation telle que deg(x ⊗ {u} ⊗ y) = deg(u) = deg(τ )− deg(σ), avec
la diffe´rentielle donne´e par la formule
∂(x⊗ {u} ⊗ y) =
∑
u=vw
deg(v)=1
sgn(v) · v∗(x) ⊗ {w} ⊗ y
+
∑
u=vw
deg(w)=1
(−1)deg(v) sgn(w) · x⊗ {v} ⊗ w∗(y)),
pour tout x ∈ S(σ), y ∈ T (τ), et tout morphisme u : τ → σ.
L’application ι : K(Ωepin ) → B(Ω
epi
n ) du §2.3 posse`de une extension naturelle aux
constructions a` coefficients κ : K(S,Ωepin , T )→ B(S,Ω
epi
n , T ) qui est de´finie en posant
κ(x⊗ {u} ⊗ y) = x⊗ ι{u} ⊗ y,
pour tout x⊗ {u} ⊗ y ∈ K(S,Ωepin , T ). On constate que :
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Proposition 3.2. — Notre application commute aux diffe´rentielles et de´finit un
morphisme naturel de dg-modules
K(S,Ωepin , T )
κ
−→ B(S,Ωepin , T ),
pour tout couple de diagrammes (S, T ).
De´monstration. — Comme on sait que ∂ι{u} = 0, il suffit de ve´rifier que κ commute
aux termes de la diffe´rentielle faisant intervenir l’action sur les coefficients, et une
inspection de la de´finition de ι{u} permet d’e´tablir cette proprie´te´ de fac¸on imme´diate.
On forme les complexes Γ(S,Ωepin ,Ω
epi
n (φ,−)), Γ = B,K, associe´s a` un diagramme
de Yoneda Ωepin (φ,−), pour un diagramme contravariant quelconque S. On observe
aise´ment que les produits de composition
Ωepin (ψ, φ)⊗ Ω
epi
n (φ,−)→ Ω
epi
n (ψ,−)
induisent des morphismes
Ωepin (ψ, φ)⊗ Γ(S,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (φ,−))→ Γ(S,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (ψ,−))
qui font de la collection Γ(S,Ωepin ,Ω
epi
n (φ,−)), φ ∈ ObΩ
epi
n , un Ω
epi
n -diagramme con-
travariant Γ(S,Ωepin ,Ω
epi
n ) naturellement associe´ a` S.
On a aussi un morphisme d’augmentation
ǫ : Γ(S,Ωepin ,Ω
epi
n )→ S,
donne´ en degre´ 0 par les morphismes
S(τ )⊗ Ωepin (φ, τ)→ S(φ)
induits par l’action de Ωepin sur S. On identifie S a` un complexe concentre´ en degre´
0 pour faire de l’augmentation un morphisme de complexes de Ωepin -diagrammes.
On sait que la construction bar ve´rifie la proprie´te´ suivante :
Lemme 3.3. — Le morphisme d’augmentation
ǫ : B(S,Ωepin ,Ω
epi
n )→ S
de´finit une e´quivalence faible de Ωepin -diagrammes contravariants pour tout S.
De´monstration. — Si on oublie la structure de diagramme, alors on a une section
η : S → B(S,Ωepin ,Ω
epi
n ) au morphisme d’augmentation ǫ : B(S,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) → S
donne´e par le produit tensoriel de l’identite´ de S(τ) avec le morphisme identique
1τ ∈ Ω
epi
n (τ , τ). L’application
ν(x ⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ⊗ {v}) = x ⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud←− τd
v
←− τ} ⊗ {1τ}
de´finit une homotopie contractante ν : B(S,Ωepin ,Ω
epi
n ) → B(S,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) telle que
δ(ν) = id−ηǫ, ce qui entraine la conclusion du lemme.
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On conside`re maintenant un diagramme ponctuel bσ tel que :
bσ(θ) =
{
k, si θ = σ,
0, sinon.
On utilisera dans la suite que bσ posse`de une structure de diagramme covariant et
contravariant sur Ωepin .
On montre :
Lemme 3.4. — Le complexe K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (φ,−)) se re´duit a` sa composante de
degre´ 0 lorsque φ = σ et est acyclique lorsque φ 6= σ, de sorte que le morphisme
d’augmentation
ǫ : K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )→ bσ
de´finit une e´quivalence faible de Ωepin -diagrammes contravariants, pour tout dia-
gramme ponctuel bσ.
De´monstration. — On a une identification imme´diate K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (σ,−)) =
bσ(σ) qui donne la premie`re assertion du lemme. La de´monstration de l’acyclicite´ du
complexe K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (φ,−)) pour φ 6= σ, point cle´ de notre travail, est reporte´e
au §5.
On a de plus :
Observation 3.5. — Les complexes Γ(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ), Γ = B,K, sont des complexes
de Ωepin -diagrammes projectifs.
Le morphisme naturel de la Proposition §3.2, applique´ aux couples de diagrammes
(S, T ) = (bσ,Ω
epi
n (φ,−)),
de´finit un morphisme de complexes de Ωepin -diagrammes contravariants
K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )
κ
−→ B(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ).
Ce morphisme commute clairement aux augmentations ce qui entraine que notre
morphisme κ, s’inscrivant dans un diagramme de la forme
K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )
κ
∼
∼
&&MM
MM
MM
MM
MM
MM
B(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )
∼
xxqqq
qq
qq
qq
qq
bσ
,
de´finit lui-meˆme une e´quivalence faible de complexes de Ωepin -diagrammes.
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3.6. Produit tensoriel de diagrammes. — On conside`re maintenant l’ope´ration de
produit tensoriel S⊗Ωepin T sur la cate´gorie Ω
epi
n qui, pour tout couple (S, T ) constitue´
d’un Ωepin -diagramme contravariant S et d’un Ω
epi
n -diagramme covariant T , est de´finie
par la cofin :
S ⊗Ωepin T =
∫ τ∈ObΩepin
S(τ )⊗ T (τ).
Pour un couple de Ωepin -diagrammes covariants (S, T ), on a aussi un dg-hom sur Ω
epi
n
de´fini par la fin :
HomΩepin (S, T ) =
∫
τ∈ObΩepin
Homdg Mod(S(τ ), T (τ)).
Le produit tensoriel de diagrammes sur une cate´gorie ve´rifie des proprie´te´s ana-
logues au produit tensoriel des modules sur une alge`bre (voir [24, §17]). On a no-
tamment un isomorphisme naturel Ωepin (−, τ ) ⊗Ωepin T ≃ T (τ) pour les foncteurs de
Yoneda contravariants S = Ωepin (−, τ), et syme´triquement S ⊗Ωepin Ω
epi
n (τ ,−) ≃ S(τ)
pour les foncteurs de Yoneda covariants T = Ωepin (τ ,−). On obtient a` partir de ces
relations :
Observation 3.7. — On a un isomorphisme naturel
Γ(S,Ωepin ,Ω
epi
n )⊗Ωepin T
≃
−→ Γ(S,Ωepin , T ),
pour tout couple de Ωepin -diagrammes (S, T ).
On applique ce re´sultat aux Ωepin -diagrammes ponctuels (S, T ) = (bσ, bτ ). Obser-
vons que :
Observation 3.8. — On a des identite´s
K(bσ,Ω
epi
n , bτ ) = K(Ω
epi
n )(τ , σ) et B(bσ,Ω
epi
n , bτ ) = B(Ω
epi
n )(τ , σ)
pour tout couple (τ , σ) ∈ ObΩepin ×ObΩ
epi
n .
On obtient alors :
The´ore`me 3.9. — Le morphisme ι : K(Ωepin )(τ , σ) → B(Ω
epi
n )(τ , σ) de´fini dans la
Proposition 2.4 est une e´quivalence faible de dg-modules, pour tout couple (τ , σ) ∈
ObΩepin ×ObΩ
epi
n .
De´monstration. — Le morphisme κ : K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) → B(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) induit
par produit tensoriel −⊗Ωepin bτ une e´quivalence faible de dg-modules
K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )⊗Ωepin bτ︸ ︷︷ ︸
=K(bσ ,Ω
epi
n ,bτ )
∼
−→ B(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n )⊗Ωepin bτ︸ ︷︷ ︸
=B(bσ,Ω
epi
n ,bτ )
puisque K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) et B(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) sont des complexes de Ω
epi
n -diagrammes
projectifs. Ceci entraine, d’apre`s l’observation pre´ce´dente, la conclusion du the´ore`me.
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4. Complexes a` coefficients et foncteurs Tor. — On s’inte´resse maintenant aux
applications des complexes a` coefficients pour le calcul des foncteurs Tor
Ωepin
∗ (S, T ) et
Ext∗
Ωepin
(S, T ). On formalise nos re´sultats dans le cadre diffe´rentiel gradue´ en utilisant
l’ensemble des ide´es expose´es dans la section pre´liminaire (§§0.1-0.6). On commence
par montrer comment les complexes a` coefficients de´finis dans la section pre´ce´dente
s’e´tendent aux Ωepin -diagrammes en dg-modules.
4.1. Produits tensoriels tordus et constructions a` coefficients. — Nos complexes a`
coefficients
Γ(S,Ωepin , T ), Γ = B,K
s’identifient en fait a` des dg-modules tordus de la forme
Γ(S,Ωepin , T ) =
{⊕
(τ,σ)
S(σ)⊗ Γ(Ωepin )(τ , σ)⊗ T (τ), ∂
}
pour un certain homomorphisme de torsion ∂. On peut inte´grer les termes de la
diffe´rentielle de B(S,Ωepin , T ) qui ne font pas intervenir l’action de Ω
epi
n sur les coef-
ficients (S, T ) dans la diffe´rentielle interne de la construction B(Ωepin ). L’homomor-
phisme de torsion de notre produit tensoriel se re´duit donc aux termes
∂(x⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} ⊗ y) = u
∗
1(x)⊗ {τ1
u2←− · · ·
ud←− τd} ⊗ y
+ (−1)dx⊗ {τ0
u1←− · · ·
ud−1
←−−− τd−1} ⊗ ud∗(y)
dans le cas Γ = B, et reprend l’ensemble des termes de la formule du §3.1 dans le
cas Γ = K.
Il suffit de former le produit tensoriel S(σ)⊗Γ(Ωepin )(τ , σ)⊗T (τ) dans la cate´gorie
des dg-modules pour e´tendre la de´finition des complexes Γ(S,Ωepin , T ), Γ = B,K, aux
Ωepin -diagrammes en dg-modules. Les objets S(σ) et T (τ) sont alors munis d’une
diffe´rentielle interne qui est simplement ajoute´e aux homomorphismes de torsion
du §3.1.
On ne conside`re dans la suite que des diagrammes en dg-modules (S, T ) dont
les composantes S(σ) et T (τ) sont des dg-modules cofibrants, pour tout (σ, τ) ∈
ObΩepin ×ObΩ
epi
n . On dit alors que les diagrammes (S, T ) sont dg-cofibrants.
Le morphisme κ : K(S,Ωepin , T ) → B(S,Ω
epi
n , T ) conside´re´ au §3 est simplement
de´fini par des produits tensoriels idS(σ)⊗ι ⊗ idT (τ) induits par le morphisme ι :
K(Ωepin )→ B(Ω
epi
n ) de la Proposition 2.4. On a le re´sultat suivant :
Lemme 4.2. — Le morphisme de complexes a` coefficients
κ : K(S,Ωepin , T )→ B(S,Ω
epi
n , T )
est une e´quivalence faible de dg-modules de`s lors que (S, T ) sont des Ωepin -diagrammes
en dg-modules dg-cofibrants.
De´monstration. — La filtration par le degre´ sur chaque dg-graphe Γ(Ωepin )(τ , σ),
pour Γ = B,K, induit une filtration naturelle au niveau des produits tensoriels
Γ(S,Ωepin , T ) =
{⊕
(τ,σ) S(σ) ⊗ Γ(Ω
epi
n )(τ , σ) ⊗ T (τ), ∂
}
. On en de´duit l’existence
d’une suite spectrale Er(Γ(S,Ωepin , T ))⇒ H∗(Γ(S,Ω
epi
n , T )) telle que d
0 est de´termine´
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par les diffe´rentielles internes des objets S, T et Γ(Ωepin ). Le morphisme κ pre´serve
cette filtration et induit un morphisme de suites spectrales κ : Er(K(S,Ωepin , T )) →
Er(B(S,Ωepin , T )) qui est un isomorphisme au rang E
1. La conclusion s’ensuit.
La cate´gorie des Ωepin -diagrammes contravariants en dg-modules, et la cate´gorie
des Ωepin -diagrammes covariants de meˆme, he´rite d’une structure de cate´gorie mode`le
projective naturelle (voir [12, §11.6]). Les foncteurs Tor
Ωepin
∗ (S, T ) ont une de´finition
naturelle dans le cadre des dg-diagrammes comme l’homologie de produits tensoriels
QS ⊗Ωepin T applique´s a` un remplacement cofibrant 0 ֌ QS
∼
−→ S dans la cate´gorie
des Ωepin -diagrammes en dg-modules. On a une de´finition e´quivalente faisant inter-
venir un remplacement cofibrant de T . Les foncteurs Ext∗
Ωepin
(S, T ) sont de´finis de fa
con analogues comme l’homologie de dg-hom HomΩepin (QS , T ) sur un remplacement
cofibrant de S.
Les observations des §§3.2-3.3 et §3.7 se ge´ne´ralisent aux diagrammes dg-cofibrants.
On montre aussi que le complexe bar B(S,Ωepin ,Ω
epi
n ) est cofibrant comme Ω
epi
n -
diagramme de`s lors que S est dg-cofibrant et de´finit donc en remplacement cofi-
brant particulier de S dans la cate´gorie des Ωepin -diagrammes. On en de´duit que
l’homologie de B(S,Ωepin , T ) = B(S,Ω
epi
n ,Ω
epi
n ) ⊗Ωepin T de´termine le foncteur Tor
diffe´rentiel gradue´ Tor
Ωepin
∗ (S, T ). Le Lemme 4.2 entraine donc :
The´ore`me 4.A. — On a l’identite´
Tor
Ωepin
∗ (S, T ) = H∗(K(S,Ω
epi
n , T )),
de`s lors que (S, T ) sont des Ωepin -diagrammes en dg-modules dg-cofibrants.
On obtient de meˆme :
The´ore`me 4.B. — On a l’identite´
Ext∗
Ωepin
(S, T ) = H∗(HomΩepin (K(Ω
epi
n ,Ω
epi
n , S), T ),
de`s lors que (S, T ) sont des Ωepin -diagrammes en dg-modules dg-cofibrants.
4.3. Relations avec le re´sultat principal de [19]. — Notons in l’objet de Ω
epi
n repre´-
sente´ par l’arbre-tronc
On conside`re apre`s [19] le Ωepin -diagramme ponctuel bn = bin qui vaut par de´finition :
bn(σ) =
{
k, si σ = in
0, sinon.
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L’arbre tronc in de´finit en fait l’objet final de Ω
epi
n . Par suite, on obtient que le
complexe de Koszul a` coefficient dans bn posse`de un de´veloppement de la forme :
K(bn,Ω
epi
n , T ) =
{⊕
τ
T (τ), ∂
}
.
Le complexe de Koszul K(bn,Ω
epi
n , T ) s’identifie en fait au complexe C∗(T ) de´fini
dans [19, §§3.5-9]. Le The´ore`me 4.A donne donc une ge´ne´ralisation de l’identite´
Tor
Ωepin
∗ (bn, T ) = H∗(C∗(T ))
de´montre´e par les auteurs de [19].
5. Appendice : la proprie´te´ d’acyclicite´ du complexe de Koszul. — Le but
de cette section est d’e´tablir la proprie´te´ suivante dont on avait reporte´ la de´mons-
tration au §3 :
Lemme 5.A (affirmation du Lemme 3.4). — L’homologie du dg-module
Ln(τ , σ) = K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (τ ,−))
associe´ au diagramme ponctuel bσ et au diagramme de Yoneda Ω
epi
n (τ ,−) est triviale
lorsque τ 6= σ.
Ce lemme ge´ne´ralise le re´sultat obtenu dans [19] pour le diagramme ponctuel bin
associe´ a` un arbre tronc in. On suit le meˆme plan de de´monstration. On devra cepen-
dant introduire des notions ad hoc pour travailler avec diagrammes ponctuels bτ
associe´s a` des arbres quelconques τ et des morphismes u : τ → σ susceptibles
d’entremeˆler les composantes de τ de fac¸on complique´e.
On commence par reprendre les de´finitions pour analyser la structure du dg-
module Ln(τ , σ).
5.1. La de´finition du complexe Ln(τ , σ). — Le dg-module
Ln(τ , σ) = K(bσ,Ω
epi
n ,Ω
epi
n (τ ,−))
est engendre´ en degre´ d par les tenseurs {v}⊗{w} associe´s aux couples de morphismes
composables σ
v
←− θ
w
←− τ tels que deg(v) = d, avec la diffe´rentielle
∂({v} ⊗ {w}) =
∑
v=ab
deg b=1
±{a} ⊗ {bw}.
La somme s’e´tend sur l’ensemble des de´compositions v = ab telles que deg b = 1.
Le facteur {w} repre´sente, dans la de´finition du §2.3, un e´le´ment du diagramme de
Yoneda Ωepin (τ ,−).
On suppose dans la suite de cette e´tude que les e´le´ments de In τ sont en bijection
avec un ensemble source e muni d’un degre´ interne qui s’ajoute a` la graduation du
complexe Ln(τ , σ) telle qu’on l’a de´finie. On applique aussi la ge´ne´ralisation, men-
tionne´e au §2.2, de la de´finition du signe sgn(b) associe´ a` un morphisme de degre´ 1
dans la formule de la diffe´rentielle de Ln(τ , σ).
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Le complexe Ln(τ , σ) posse`de un scindage naturel
Ln(τ , σ) =
⊕
u:τ→σ
Ln(τ , σ)u
pour des sous-complexes Ln(τ , σ)u, u ∈ MorΩepin (τ , σ), engendre´s par les tenseurs
{v} ⊗ {w} tels que vw = u.
5.2. Une suite spectrale. — L’ide´e consiste a` munir Ln(τ , σ)u de la filtration
0 = F0Ln(τ , σ)u ⊂ · · · ⊂ FdLn(τ , σ)u ⊂ · · · ⊂ colim
d
FdLn(τ , σ)u = Ln(τ , σ)u
dont le terme FdLn(τ , σ)u est constitue´ des facteurs k{v}⊗ k{w} associe´s a` un objet
milieu θ = {d0
θ1−→ · · ·
θn←− dn} tel que d1 + · · ·+ dn−1 ≤ d.
La diffe´rentielle d0 de la suite spectrale de´finie par cette filtration se re´duit aux
termes
d0({v} ⊗ {w}) =
∑
v=ab0
±{a} ⊗ {b0w}
associe´s aux de´compositions v = ab0 telles que, dans la repre´sentation graphique
des objets de Ωepin , le morphisme b0 : θ → ρ fixe le nombre de sommets de niveau
i > 0. Dans la description du §2.1, ces morphismes b0 sont donne´s par la fusion de
deux sommets conse´cutifs de niveau 0, repre´sente´e sche´matiquement dans la Figure 7.
L’e´tiquetage des feuilles nous permet, d’apre`s les observations du §1.2, de repre´senter
l’application induite par b0 sur les ensembles sources des arbres.
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Figure 7.
On conside`re, comme dans [19, Proposition 4.7], le foncteur de troncature tr :
Ωepin → Ω
epi
n−1 de´fini sur les objets par l’ope´ration
tr{t0
τ1−→ t1
τ2−→ · · ·
τn−→ tn} = {t1
τ2−→ · · ·
τn−→ tn}.
On dit qu’un tenseur {vˆ} ⊗ {wˆ} couvre une de´composition tronque´e tr u = vw si on
a tr vˆ = v et tr wˆ = w.
La diffe´rentielle d0 pre´servant la structure aux niveaux > 0, on obtient :
Observation 5.3. — Le module Ln(τ , σ)tr u=vw engendre´ par les tenseurs {vˆ}⊗{wˆ}
tels que u = vˆ wˆ couvre une de´composition tronque´e donne´e tr u = vw de´finit un sous-
complexe de E0Ln(τ , σ)u, de sorte que E
0Ln(τ , σ)u admet un scindage :
E0Ln(τ , σ)u =
⊕
tr u=vw
(Ln(τ , σ)tr u=vw, d
0).
On analyse la de´finition des de´compositions u = vˆ wˆ dans le prochain paragraphe
en vue d’obtenir une identification des complexes (Ln(τ , σ)tr u=vw , d
0).
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TTT · · · •z1
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hhh · · ·
w // · · · •y1
· · ·
v // · · · •x1
· · ·
...
...
...
Figure 8. Une construction de factorisation u = vpi0 donnant un recou-
vrement u = vˆ wˆ de de´composition tronque´e tru = vw. Les expressions
•k − •k repre´sentent les intervalles de sommets fusionne´s sur les diffe´rents
e´le´ments •k = x0 ∈ s0 par l’application u : t0 → s0.
5.4. Troncature et recouvrement. — On se donne un morphisme
{t0
τ1−→ · · ·
τn−→ tn}
u
−→ {σ0
σ1−→ · · ·
σn−−→ sn}
et une de´composition tr u = vw de tr u dans la cate´gorie Ωepin−1. Cette de´composition
est de´finie par le squelette solide d’un diagramme de la forme :
t0
u
##
π0

τ1 // t1
w

τ2 // · · ·
τn // tn
w

d0
v

θ1 // d1
v

θ2 // · · ·
θn // dn
v

s0 σ1
// s1 σ2
// · · ·
σn
// sn
.
On conside`re l’ensemble des applications pointille´es qui peuvent comple´ter un tel
diagramme de´finissant alors une de´composition u = vˆ wˆ du morphisme u dans Ωepin .
L’application π0 : t0 → d0 suffit a` de´terminer toutes les autres puisque les applications
du diagramme sont suppose´es surjectives par de´finition de Ωepin .
On pourra s’aider de la Figure 8 pour suivre la construction de la factorisation
u = vπ0.
L’application wτ1 envoie les fibres τ
−1
1 (z1) ⊂ t0 des sommets z1 ∈ w
−1(y1) sur
y1, pour chaque y1 ∈ d1. La factorisation wτ1 = θ1π0 revient a` la donne´e d’une
concate´nation d’ensembles ordonne´s d0 =
∐
y1∈d1
d0(y1), qui repre´sentent les fibres
d0(y1) = θ
−1
1 (y1) de l’application θ1, et d’applications surjectives
(*) π0 :
∐
z1∈w−1(y1)
τ−11 (z1)→ d0(y1)
qui repre´sentent la restriction de π0 a` chaque groupe de composantes associe´ a` un
e´le´ment y1 ∈ d1. Ces applications doivent aussi pre´server l’ordre sur chaque fibre
τ−11 (z1) par de´finition de la cate´gorie Ω
epi
n . Dans la Figure 8, on a repre´sente´ la fibre
d0(y1) = θ
−1
1 (y1) d’un seul point y1 ∈ d1 et les fibres τ
−1
1 (z1) des sommets z1 ∈ t1 qui
sont envoye´s sur ce point y1.
L’existence d’une factorisation u = vπ0 impose la relation supple´mentaire u(k) ≤
u(l) ⇒ π0(k) ≤ π0(l) pour chaque paire {k, l} sur un meˆme groupe de composantes
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∐
z1∈w−1(y1)
τ−11 (z1) car les applications v doivent e´galement eˆtre croissantes sur les
fibres. On a aussi u(k) 6= u(l) ⇒ π0(k) 6= π0(l). On note que u
−1(x0)∩τ
−1
1 (z1) de´finit
un sous-intervalle de τ−11 (z1) ⊂ t0, pour tout x0 ∈ s0, puisque l’application u est aussi
suppose´e croissante sur chaque fibre τ−11 (z1), z1 ∈ t1. Dans la Figure 8, on a repre´sente´
l’image inverse des e´le´ments •k = x0 ∈ σ
−1
1 (x1) dans la fibre du sommet y1 et des
sommets z1 par des intervalles •k−•k qui, d’apre`s les observations de ce paragraphe, se
doivent d’eˆtre agence´s selon l’ordre de l’ensemble image {•1, . . . , •l} = σ
−1
1 (x1) ⊂ s0.
L’application π0 est donc constitue´e d’un assemblage de surjections
•k − •k ∐ · · · ∐ •k − •k
π0−→ •k − •k
pre´servant l’ordre sur chaque intervalle •k − •k du domaine.
In fine, on conclut de notre analyse que l’application π0 : t0 → d0 s’inse´rant
dans une factorisation u = vˆ wˆ est entie`rement de´termine´e par la donne´e d’ensembles
ordonne´s d0(x0, y1), x0 ∈ s0, y1 ∈ t1, qui repre´senteront les images inverses v
−1(x0)∩
θ−11 (y1) dans les fibres des sommets y1 ∈ t1, et d’applications surjectives
(**) π0 :
∐
z1∈w−1(y1)
u−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1)→ d0(x0, y1)
pre´servant l’ordre sur chaque composante u−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1). L’ensemble ordonne´
d0 est alors de´fini par la concate´nation d0 =
∐d1
y1=1
{∐s0
x0=1
d0(x0, y1)
}
dans l’ordre
indique´ par la somme. L’application π0 : t0 → d0 est forme´e de la somme des
surjections que l’on s’est donne´es (**), avec une permutation de battage provenant
de l’ordonnancement de la somme dans la de´finition de d0. L’application v : d0 → s0
est de´termine´e par l’identite´ v−1(x0) =
∐
y1∈d1
d0(x0, y1), pour chaque x0 ∈ s0, et
l’application θ1 : d0 → d1 par l’identite´ θ
−1
1 (y1) =
∐
x0∈s0
d0(x0, y1), pour chaque y1 ∈
d1. Dans la Figure 8, le domaine d0(x0, y1) associe´ au point •k = x0 est repre´sente´
par l’intervalle •k −•k au dessus de y1, les intervalles •k −•k au dessus des diffe´rents
z1 repre´sentant les images inverses u
−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1) dans les fibres des diffe´rents
sommets z1 ∈ t1.
On a suppose´ au de´part que le domaine t0 = In τ est en bijection avec un ensemble
d’entre´es donne´ e. On va identifier chaque e ∈ e au point correspondant de t0 pour
simplifier l’e´criture des relations qui vont suivre. On forme, pour chaque couple
(x0, y1) ∈ s0× d1, le produit tensoriel d’alge`bres associatives libres
Ax0y1 =
⊗
z1∈w−1(y1)
k〈Xe, e ∈ u
−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1)〉
sur des variables Xe de degre´ deg(e), pour chaque e ∈ e. On conside`re la construction
bar B(Ax0y1) de chacune de ces alge`bres gradue´es. Pour la de´composition tronque´e
tr u = vw de la Figure 9, on obtient ainsi les alge`bres
Ax10y11 = k〈Xe1 , Xe2〉 ⊗ k〈Xe3〉, Ax20y11 = k〈Xf1〉,
et Ax10y21 = k〈Xe4 , Xe5〉, Ax20y21 = k〈Xf2〉.
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R
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L
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rr
rr
r
y21
v //
// //
Figure 9. Un exemple de de´composition u = vw.
On n’utilisera pas le produit tensoriel, que l’on re´serve pour la notation du complexe
bar B(Ax0y1), mais un simple · dans l’expression des e´le´ments de Ax0y1 . On peut en
fait identifier Ax0y1 a` l’alge`bre engendre´e par les variables Xe, e ∈ u
−1(x0)∩ τ
−1
1 (z1),
z1 ∈ w
−1(y1), avec les relations de commutations Xe1 ·Xe2 = Xe2 ·Xe1 , lorsque les
variables Xe1 et Xe2 appartiennent a` des groupements u
−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1) diffe´rents.
Le complexe B(Ax0y1) posse`de un facteur direct B(Ax0y1)
sh qui est engendre´ par
les tenseurs α1 ⊗ · · · ⊗ αd ∈ A
⊗d
x0y1
tels que :
– le monoˆme α = α1 · . . . · αd obtenu par concate´nation des facteurs αi est de
degre´ 1 en chaque variable Xe, pour tout e ∈ u
−1(x0)∩ τ
−1
1 (z1), z1 ∈ w
−1(y1),
– les variables Xe associe´es aux indices e ∈ u
−1(x0) ∩ τ
−1
1 (z1), pour un e´le´ment
z1 ∈ w
−1(y1) fixe´, apparaissent dans l’ordre des indices u
−1(x0)∩ τ
−1
1 (z1) ⊂ t0
dans le monoˆme α.
Dans notre exemple, on obtient pour B(Ax10y11 )
sh un complexe de la forme :
kXe1 ⊗Xe2 ⊗Xe3 ⊕ kXe1 ⊗Xe3 ⊗Xe2 ⊕ kXe3 ⊗Xe1 ⊗Xe2︸ ︷︷ ︸
deg=3
∂
−→
kXe1Xe2 ⊗Xe3 ⊕ kXe1Xe3 ⊗Xe2 ⊕ kXe3Xe1 ⊗Xe2
⊕ kXe1 ⊗Xe2Xe3 ⊕ kXe1 ⊗Xe3Xe2 ⊕ kXe3 ⊗Xe1Xe2︸ ︷︷ ︸
deg=2
∂
−→ kXe1Xe2Xe3 ⊕ kXe1Xe3Xe2 ⊕ kXe3Xe1Xe2︸ ︷︷ ︸
deg=1
.
On observe :
Observation 5.5. — La donne´e de la surjection (**) au §5.4, pour un couple
(x0, y1) fixe´, revient a` la donne´e d’un tenseur ± ⊗k∈d0(x0,y1) αk de B(Ax0y1)
sh, les
monoˆmes αk ∈ Ax0y1 , k ∈ d0(x0, y1), associe´s a` une surjection π0 e´tant de´termine´s
par les indices des images inverses π−10 (k) ⊂ e.
Cette correspondance fait implicitement appel a` une permutation d’e´le´ments gra-
due´s, associe´s aux entre´es e ∈ e. Le signe qui apparaˆıt dans l’expression de notre
tenseur est produit par cette permutation.
Par exemple, pour la surjection π0 de la Figure 9, on obtient les tenseurs
Xe1Xe3 ⊗Xe2 ∈ B(Ax10y11 )
sh, Xf1 ∈ B(Ax20y11 )
sh,
et Xe4 ⊗Xe5 ∈ B(Ax10y21 )
sh, Xf2 ∈ B(Ax20y21 )
sh.
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L’article [19] utilise une repre´sentation diffe´rente, en termes de posets, des surjec-
tions (**) du §5.4. L’interpre´tation en termes de tenseurs dans le complexe bar nous
permet de ge´rer les signes qui interviennent dans les diffe´rentielles de fac¸on automa-
tique.
On a maintenant :
Observation 5.6. — La diffe´rentielle d0({vˆ}⊗{wˆ}) =
∑
vˆ=ab0
sgn(b0) · {a}⊗{b0wˆ}
du complexe (Ln(τ, σ)tr u=vw, d
0) s’identifie a` la diffe´rentielle du produit tensoriel des
complexes B(Ax0y1)
sh, de sorte que l’on a une identite´ :
(Ln(τ , σ)tr u=vw, d
0) =
⊗
(x0,y1)∈s0 × d1
B(Ax0y1)
sh.
On sait que la construction bar (re´duite) d’une alge`bre associative libre A =
k〈Yf , f ∈ f〉 ve´rifie
H∗(B(A)) =
⊕
f∈f
k{Yf},
pour des classes {Yf} place´es en degre´ deg(f) + 1 (voir par exemple [20, §3.1]). On
en de´duit, en appliquant la formule de Ku¨nneth (voir [21, §X.7])
H∗(B(Ax0y1)) =
⊗
z1∈w−1(y1)
H∗(B(k〈Xe, e ∈ u
−1(x0) ∩ τ
−1
0 (z1)〉))
que le complexe B(Ax0y1)
sh est acyclique, sauf lorsque u−1(x0) ∩ τ
−1
0 (z1) est re´duit
a` un seul e´le´ment pour tout z1, auquel cas on obtient H∗(B(Ax0y1)) = k.
Dans le prochain paragraphe, on introduit une nouvelle notion - la notion de
morphisme injectif fibre a` fibre au niveau 0 - pour appliquer ce re´sultat au com-
plexe (Ln(τ , σ)tr u=vw, d
0).
5.7. Une construction de cycles au niveau E0 de la suite spectrale. — On dit qu’un
morphisme u : τ → σ est injectif fibre a` fibre au niveau 0 si l’application
τ−11 (z1)
u|
τ
−1
1
(z1)
−−−−−−→ σ−11 (u(z1))
induite par u : t0 → s0 est injective pour tout z1 ∈ t1. La Figure 10 donne un exemple
de tel morphisme. Rappelons que l’e´tiquetage des feuilles permet, d’apre`s les obser-
vations du §1.2, de de´terminer comple`tement le morphisme u par sa repre´sentation
graphique (en utilisant les e´tiquettes comme des variables muettes). La condition
d’injectivite´ de ce paragraphe revient a` assurer que u−1(x0) ∩ τ
−1
0 (z1) est re´duit
a` un seul e´le´ment pour tout z1 ∈ t1. On a donc, d’apre`s les remarques suivant
l’Observation 5.6 :
Lemme 5.8. — Pour toute de´composition tronque´e tr u = vw, on a la relation
H∗(E
0Ln(τ , σ)tr u=vw, d
0) = k lorsque le morphisme u est injectif fibre a` fibre au
niveau 0 et H∗(E
0Ln(τ , σ)tr u=vw , d
0) = 0 sinon.
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Figure 11.
On applique la de´finition de l’isomorphisme de Ku¨nneth (voir [21, §X.7] ou [20,
§4.2]) pour obtenir des repre´sentants des classes de
E1Ln(τ , σ)u = H∗(E
0Ln(τ , σ)u, d
0).
On conside`re simplement l’ensemble des de´compositions u = vˆ wˆ du §5.4 telles que
d1 = t0 et l’application π0 est bijective, pour chaque de´composition donne´e tr u = vw
dans Ωepin−1. La Figure 11 donne un l’ensemble de ces de´compositions u = vˆ wˆ pour
une de´composition tronque´e donne´e tr u = vw du morphisme de la Figure 10.
On obtient alors :
Lemme 5.9. — Lorsque le morphisme u est injectif fibre a` fibre au niveau 0, la
somme Z({v} ⊗ {w}) =
∑
u=vˆ wˆ±{vˆ} ⊗ {wˆ} sur l’ensemble des de´compositions cou-
vrant tr u = vw telles que d1 = t0 et π0 est bijective de´finit un cycle dans Ln(τ , σ)u.
L’application Z : {v}⊗{w} 7→ Z({v}⊗{w}) de´finit alors un isomorphisme de modules
gradue´s : ⊕
tr u=vw
k{v} ⊗ {w}
≃
−→ H∗(E
0Ln(τ , σ)u, d
0) = E1Ln(τ , σ)u.
Le signe ± dans la de´finition de Z({v} ⊗ {w}) est de´termine´ par la permutation
de battage π0 qui intervient dans la construction de wˆ.
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La donne´e d’un repre´sentant explicite des classes des modules d’homologies E1 =
H∗(E
0Ln(τ , σ)u, d
0) permet d’identifier la diffe´rentielle d1 de la suite spectrale. En
fait, on obtient aise´ment :
Lemme 5.10. — On a la relation
d1 Z({v} ⊗ {w}) =
∑
v=ab
deg b=1
±Z({a} ⊗ {bw})
de sorte que l’application Z : {v} ⊗ {w} 7→ Z({v} ⊗ {w}) induit un isomorphisme de
dg-modules
Ln−1(tr σ, tr τ )tr u
≃
−→ (E1Ln(τ , σ)u, d
1)
lorsque le morphisme u est injectif fibre a` fibre au niveau 0.
Les entre´es de tr τ = {t1
τ2−→ . . .
τn−→ tn} sont en bijection avec l’ensemble des fibres
e
′ = {τ−10 (z1), z1 ∈ t1} de la premie`re surjection de τ = {t0
τ1−→ . . .
τn−→ tn}. Pour
que les signes de Ln−1(tr σ, tr τ )tr u correspondent aux signes de la diffe´rentielle d
1,
on associe a` ces entre´es e′ = τ−10 (z1) le degre´
deg(e′) = #τ−10 (z1) +
∑
k∈τ−10 (z1)
deg(k).
Dans cette expression, le nombre #τ−10 (z1), qui de´signe le cardinal de l’ensemble
τ−10 (z1), correspond, dans la repre´sentation de §2.2, au nombre de suspensions as-
socie´es aux sommets de τ−10 (z1).
En re´capitulant les re´sultats obtenus, on obtient :
Lemme 5.11. — On a E1Ln(τ , σ)u = Ln−1(tr σ, tr τ)tr u si le morphisme u est
injectif fibre a` fibre au niveau 0 et E1Ln(τ , σ)u = 0 sinon.
Une re´currence imme´diate entraine donc que l’homologie du complexe Ln(τ , σ)u
est triviale, sauf lorsque le morphisme u est injectif fibre a` fibre a` tout niveau, ce qui
suppose u = id et τ = σ. La conclusion du Lemme 5.A s’ensuit et ceci boucle la
de´monstration des re´sultats de §§3-4.
Partie 2. La re´solution de Koszul des la cate´gorie des arbres e´lague´s
On utilise le re´sultat du The´ore`me 3.9 pour de´finir un mode`le minimal de Ωepin dans
le cadre diffe´rentiel gradue´. On re´vise les applications de constructions de l’alge`bre
diffe´rentielle gradue´e aux cate´gories au §6 avant de de´finir ce mode`le minimal au §7.
6. Interme`de : constructions sur les cate´gories enrichies en dg-modules.
— On conside`re pour nos constructions une cate´gorie dg CatX forme´e des petites
cate´gories enrichies en dg-modules (on parlera de dg-cate´gories) avec un ensem-
ble d’objets fixe´ X (dans les applications de cet article, on prendra X = ObΩepin ,
l’ensemble des arbres e´lague´s a` niveaux). Les morphismes de dg CatX sont les fonc-
teurs de dg-cate´gories qui sont l’identite´ sur l’ensemble des objets.
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Le but de cette section est de passer en revue les applications des constructions bar
et cobar de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e aux cate´gories de dg CatX . On passe rapide-
ment sur les de´monstrations qui, pour la plupart, sont des ge´ne´ralisations formelles des
arguments de´veloppe´s dans le cadre des alge`bres. On renvoie le lecteur a` l’article [14]
pour un expose´ de´taille´ de ces arguments. On s’en rapportera e´galement a` la the`se
[18] (voir plus particulie`rement le chapitre 5 de cette the`se) pour une pre´sentation
du cadre cate´gorique permettant la ge´ne´ralisation des constructions de [14]. Citons
e´galement l’article [16] pour un survol des applications des dg-cate´gories et une ample
bibliographie sur le sujet.
On commence par expliciter la structure interne des cate´gories et des foncteurs
de dg CatX .
6.1. La structure des dg-cate´gories avec ensemble d’objets fixe´. — La structure des
dg-cate´gories Θ ∈ dg CatX est entie`rement de´termine´e par la donne´e de dg-hom
Θ(b, a) ∈ dg Mod, associe´s aux couples (a, b) ∈ X ×X , avec des morphismes de com-
position
Θ(x, a)⊗Θ(b, x)
µ
−→ Θ(b, a)
et des morphismes d’identite´
k
η
−→ Θ(x, x)
ve´rifiant une ge´ne´ralisation naturelle des axiomes d’associativite´ et d’unite´ de la com-
position des morphismes dans les cate´gories. La donne´e des morphismes d’identite´
e´quivaut a` la donne´e d’e´le´ments unite´s 1x ∈ Θ(x, x) tels que δ(1x) = 0 pour tout
x ∈ X . On utilisera e´galement les notations multiplicatives usuelles α · β pour le
produit de composition d’une dg-cate´gorie.
Un morphisme f : Φ → Ψ de la cate´gorie dg CatX est de´fini par la donne´e de
morphismes de dg-modules f : Φ(b, a)→ Ψ(b, a) pre´servant les morphismes d’identite´
et les structures de composition des cate´gories.
On supposera pour des raisons techniques que l’ensemble X est munie d’une grad-
uation deg : X → N a` l’instar de l’ensemble des arbres e´lague´s. On conside´rera alors
la sous-cate´gorie pleine dg Cat+X ⊂ dg CatX engendre´e par les cate´gories Θ ∈ dg CatX
telles que Θ(x, x) = k 1x, pour tout x ∈ X , et Θ(b, a) = 0 pour tout couple b 6= a tel
que deg(b)− deg(a) ≤ 0. On dira que dg Cat+X est la sous-cate´gorie des dg-cate´gories
connexes de dg CatX .
6.2. Remarques : une e´quivalence entre dg-cate´gories et dg-alge`bres. — Si on sup-
pose que l’ensemble X est fini, alors on a une e´quivalence de cate´gories entre les dg-
cate´gories Θ ∈ dg CatX et les dg-alge`bres sur l’anneau commutatif kX = k[1x, x ∈ X ]
engendre´ comme k-module par des idempotents orthogonaux 1x, x ∈ X , de sorte que :
1b · 1a =
{
1a, si a = b,
0, sinon.
On conside´re d’abord la cate´gorie dg GrX des dg-graphes sur X dont les objets
sont les collections de dg-modules Γ(b, a) indexe´es par les couples (b, a) ∈ X ×X . On
a, lorsque X est fini, une e´quivalence de cate´gories de dg GrX dans la cate´gorie des
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kX -bimodules qui a` un dg-graphe Γ associe le dg-module
ΓX =
⊕
(b,a)∈X ×X
Γ(b, a),
muni de la structure de kX -bimodule telle que
Γ(b, a) = 1a · ΓX · 1b.
Le produit tensoriel de kX -bimodules au dessus de kX ve´rifie N ⊗kX M =
⊕
x∈X (N ·
1x) ⊗ (1x ·M) de sorte que pour les kX -bimodules associe´s a` des dg-graphes Γ,∆ ∈
dg GrX , on a la relation
(*) 1a · (ΓX ⊗kX ∆X ) · 1b =
⊕
x∈X
Γ(x, a)⊗∆(b, x).
La dg-alge`bre associe´e a` une cate´gorie Θ est de´finie par le kX -bimodule ΘX associe´
au dg-graphe sous-jacent a` Θ, muni du morphisme unite´ η : kX → ΘX donne´ par la
somme des morphismes identite´ de Θ, et du morphisme produit µ : ΘX⊗kX ΘX → ΘX
induit composante par composante par les morphismes de composition de Θ.
On utilisera cette correspondance de fac¸on heuristique pour transcrire des con-
structions de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e dans le cadre des cate´gories, sans sup-
poser ne´cessairement X fini. Le principe ge´ne´ral consiste simplement a` remplacer le
produit tensoriel ⊗kX par son de´veloppement (*) pour former l’analogue cate´gorique
des constructions usuelles. On utilisera dans la suite la notation ⊗X pour de´signer le
produit tensoriel (*) de dg-graphes sur X .
6.3. Sur les dg-cate´gories libres. — Le foncteur d’oubli U : dg CatX → dg GrX qui
applique une dg-cate´gorie Θ sur son dg-graphe sous-jacent posse`de ainsi un adjoint a`
gauche, le foncteur objet libre F : dg GrX → dg CatX , qui applique un dg-graphe Γ
sur la dg-cate´gorie telle que :
F (Γ)(b, a) =
⊕
(b,xm−1,...,x1,a)
m≥0
Γ(x1, a)⊗ Γ(x2, x1)⊗ · · · ⊗ Γ(b, xm−1).
La sommation s’e´tend sur l’ensemble des collections
(xm, . . . , x0) ∈ X × · · · × X , m ≥ 0,
telles que xm = b et x0 = a. Lorsque b 6= a, ces conditions entrainent m > 0. Lorsque
b = a, on peut avoir m = 0 avec un produit tensoriel associe´ d’ordre nul retournant
donc le dg-module unite´ k ∈ dg Mod. Le morphisme de composition de F (Γ) est
donne´ par la concate´nation des tenseurs. Le morphisme d’identite´ de F (Γ) est donne´
par l’inclusion des tenseurs d’ordre m = 0 dans le de´veloppement des hom-objets
F (Γ)(x, x).
On a aussi un morphisme de dg-graphes η : Γ → F (Γ) qui identifie Γ(b, a) au
facteur de F (Γ)(b, a) constitue´ des tenseurs d’ordre m = 1. On peut ainsi identifier
Γ a` un sous-objet de F (Γ).
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6.4. Homomorphismes de torsion de dg-cate´gories. — On se donne maintenant une
dg-cate´gorie Θ ∈ dg CatX . On dit qu’une collection d’homomorphismes ∂ : Θ(b, a)→
Θ(b, a) de´finit une de´rivation de Θ si on a la relation
(*) ∂(α · β) = (∂α) · β +±α · (∂β),
pour tout couple d’e´le´ments composables α ∈ Θ(x, a), β ∈ Θ(b, x), le signe ±
provenant de la commutation de l’homomorphisme ∂ avec l’e´le´ment β. On note que
la relation (*) entraine automatiquement que les e´le´ments unite´s 1x ∈ Θ(x, x) sont
annule´s par ∂.
On dit qu’une de´rivation constitue´e d’homomorphismes de torsion ∂ : Θ(b, a) →
Θ(b, a) est une de´rivation de torsion de Θ. La relation de de´rivation (*) entraine
que les morphismes de compositions et les morphismes d’identite´s de Θ induisent des
morphismes de dg-modules sur les dg-modules tordus (Θ(b, a), ∂). Par conse´quent, la
collection de dg-modules tordus associe´e a` une de´rivation de torsion (Θ(b, a), ∂), que
l’on de´signera par la donne´e du couple (Θ, ∂), he´rite d’une structure de dg-cate´gorie.
6.5. Sur les dg-cate´gories quasi-libres. — On a de´fini la dg-cate´gorie libre F (Γ) as-
socie´e a` un dg-graphe Γ au §6.3. Une dg-cate´gorie quasi-libre est une dg-cate´gorie
tordue (F (Γ), ∂) associe´e a` une dg-cate´gorie libre F (Γ).
La dg-cate´gorie libre F (Γ) est, d’apre`s la de´finition du §6.3, engendre´e comme
dg-module par des tenseurs
(*) α1 ⊗ · · · ⊗ αm ∈ Γ(x1, x0)⊗ · · · ⊗ Γ(xm, xm−1).
Le dg-graphe Γ s’identifie au facteur direct de F (Γ) engendre´ par les tenseurs d’ordre 1.
Le morphisme d’inclusion Γ ⊂ F (Γ) s’identifie au morphisme universel de la dg-
cate´gorie libre. Les tenseurs (*) repre´sentent en fait la composition des e´le´ments αi
dans F (Γ). Les tenseurs (*) d’ordre m > 1 engendrent le dg-graphe Dec F (Γ) ⊂ F (Γ)
des e´le´ments de´composables de F (Γ).
Une de´rivation de torsion sur une dg-cate´gorie libre ∂ : F (Γ) → F (Γ) est donc
de´termine´e par sa restriction au dg-graphe Γ ⊂ F (Γ) puisque la relation de de´rivation
du §6.4 entraine que l’on a l’identite´
∂(α1 ⊗ · · · ⊗ αm) =
m∑
i=1
±α1 · . . . · ∂(αi) · . . . · αm
pour une telle composition d’e´le´ments.
Le morphisme de dg-cate´gories φf : F (Γ) → Θ associe´ a` un morphisme de dg-
graphes f : Γ → Θ par la relation d’adjonction de l’objet libre se de´termine par la
formule
φf (α1 ⊗ · · · ⊗ αm) = f(α1) · . . . · f(αm)
pour un e´le´ment compose´ de F (Γ). Le morphisme f : Γ → Θ repre´sente en fait la
restriction de φf au dg-graphe Γ ⊂ F (Γ).
On e´tend la de´finition de φf aux homomorphismes f de degre´ 0 pour construire les
morphismes sur une dg-cate´gorie quasi-libre. On constate aise´ment que l’homomor-
phisme φf : (F (Γ), ∂) → Θ associe´ a` un homomorphisme de dg-graphes f : Γ → Θ
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(de degre´ 0) de´finit un morphisme de dg-cate´gories si et seulement si on a la relation
(**) δf(α)− f(δα) = φf (∂(α))
pour tout ge´ne´rateur α ∈ Γ.
On reprend maintenant la de´finition de la construction cobar de [14]. On utilisera
l’extension naturelle aux dg-graphes de l’ope´ration de suspension des dg-modules ΣC
dont la de´finition est rappele´e au §0.3, ainsi que l’ope´ration inverse de de´suspension
Σ−1C.
6.6. La construction cobar applique´e aux dg-cocate´gories. — La construction cobar
est un foncteur qui applique une dg-cocate´gorie sur une dg-cate´gorie quasi-libre. Les
dg-cocate´gories sont les structures qui lorsque X est fini correspondent aux coge`bres
augmente´es sur kX dans le dictionnaire du §6.2.
Une dg-cocate´gorie consiste en ge´ne´ral en la donne´e d’un dg-graphe Γ muni de
morphismes de diagonale
Γ(b, a)
∆
−→
⊕
x∈X
Γ(x, a)⊗ Γ(b, x)
et de morphismes d’augmentation
Γ(x, x)
ǫ
−→ k
satisfaisant les duaux naturels des relations d’associativite´ et d’unite´ des dg-cate´gories.
On ne conside´rera dans la suite que des dg-cocate´gories connexes au sens que
Γ(x, x) = k, pour tout x ∈ X , et Γ(b, a) = 0 pour tout couple b 6= a tel que deg(b)−
deg(a) ≤ 0. On forme alors le dg-graphe Γ˜ tel que :
Γ˜(b, a) =
{
0, si b = a,
Γ(b, a), sinon.
La diagonale de Γ induit un morphisme de degre´ −1
Σ−1Γ˜(b, a)
∆
−→
⊕
x∈X
Σ−1Γ˜(x, a)⊗ Σ−1Γ˜(b, x) ⊂ F (Σ−1Γ˜)(b, a)
qui de´termine une de´rivation ∂ sur la dg-cate´gorie libre F (Σ−1Γ˜). On montre aise´ment
que cette de´rivation est une de´rivation de torsion (on a en fait δ(∂) = 0 et ∂2 = 0).
La construction cobar de Γ est la dg-cate´gorie quasi-libre
Bc(Γ) = (F (Σ−1Γ˜), ∂)
associe´e a` la de´rivation de torsion ainsi de´finie.
La construction cobar de´finit clairement un foncteur sur la cate´gorie des dg-coca-
te´gories connexes. De plus :
Proposition 6.7. — Le morphisme de dg-cate´gories
Bc(f) : Bc(Γ)→ Bc(∆)
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induit par une e´quivalence faible de dg-cocate´gories connexes f : Γ
∼
−→ ∆ est une
e´quivalence faible, pourvu que les les dg-cocate´gories Γ et ∆ soient cofibrantes comme
dg-graphes.
De´monstration. — On applique l’argument spectral standard aux dg-cate´gories. On
observera simplement que l’hypothe`se de connexite´ assure la convergence des suites
spectrales utilise´es.
6.8. La construction bar applique´e aux dg-cate´gories. — Soit Θ ∈ dg Cat+X une dg-
cate´gorie connexe au sens de´fini au §6.1. On forme le dg-graphe Θ˜ tel que
Θ˜(b, a) =
{
0, si b = a,
Θ(b, a), sinon.
La construction bar de Θ est un dg-graphe B(Θ) de´fini par les produits tensoriels de
dg-modules
B(Θ)(b, a) =
⊕
(b,xm−1,...,x1,a)
m≥0
ΣΘ˜(x1, a)⊗ ΣΘ˜(x2, x1)⊗ · · · ⊗ ΣΘ˜(b, xm−1).
muni d’un certain homomorphisme de torsion ∂. Lorsque b 6= a, la somme s’e´tend sur
les collections (x0, . . . , xm) telles que xi 6= xi+1 et deg xi+1− deg xi > 0, ∀i, puisque
les dg-modules Θ˜(xi+1, xi) ne s’annulent pas sous ces conditions seulement. On a
alors Θ˜(xi+1, xi) = Θ(xi+1, xi).
On a par convention B(Θ)(x, x) = k lorsque b = a = x. On note aussi que l’on
a B(Θ)(b, a) = 0 pour tout couple b 6= a tel que deg(b)− deg(a) ≤ 0.
La diffe´rentielle de B(Θ) est la somme de la diffe´rentielle naturelle des tenseurs,
induite par la diffe´rentielle interne de Θ, et de l’homomorphisme de torsion
∂ : B(Θ)(b, a)→ B(Θ)(b, a)
tel que
∂(α1 ⊗ · · · ⊗ αm) =
m−1∑
i=1
±{α1 ⊗ · · · ⊗ (αi · αi+1)⊗ · · · ⊗ αm},
pour un tenseur α1 ⊗ · · · ⊗ αm ∈ ΣΘ(x1, x0) ⊗ · · · ⊗ ΣΘ(xm, xm−1). Le signe ± est
de´termine´ par la commutation, avec les facteurs αk ∈ ΣΘ(xk, xk−1), k < i, du mor-
phisme de composition de Θ qui, par suspension, est e´quivalent a` un homomorphisme
de degre´ −1 :
ΣΘ(xi+1, xi)⊗ ΣΘ(xi+2, xi+1)
µ
−→ ΣΘ(xi+2, xi).
Lorsque Θ = Ωepin , on retrouve la de´finition utilise´e au §2.
6.9. La construction cobar-bar applique´e aux dg-cate´gories. — La construction bar
d’une dg-cate´gorie B(Θ) he´rite d’une diagonale
B(Θ)(b, a)
∆
−→
⊕
x∈X
B(Θ)(x, a)⊗B(Θ)(b, x)
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de´finie composante par composante par les morphismes de de´concate´nation
{ΣΘ(x1, a)⊗ · · · ⊗ ΣΘ(b, xm−1)}︸ ︷︷ ︸
⊂B(Θ)
→ {ΣΘ(x1, a)⊗ · · · ⊗ ΣΘ(xk, xk−1)}︸ ︷︷ ︸
⊂B(Θ)
⊗ {ΣΘ(xk+1, xk)⊗ · · · ⊗ ΣΘ(b, xm−1)}︸ ︷︷ ︸
⊂B(Θ)
.
L’identite´ B(Θ)(x, x) = k nous donne aussi un morphisme de counite´ sur B(Θ), de
sorte que le dg-graphe B(Θ) forme une dg-cocate´gorie. On note aussi que cette dg-
cocate´gorie est, d’apre`s les observations du §6.8, connexe au sens de´fini au §6.6.
On forme la construction cobar associe´e a`B(Θ). On adoptera la notation Γ˜ = B˜(Θ)
pour le dg-graphe connexe associe´e a` cette dg-cocate´gorie Γ = B(Θ). On a alors la
proposition suivante :
Proposition 6.10. —
(1) L’homomorphisme de dg-graphes ǫ : B˜(Θ) → Θ de´fini par les projections sur
les composantes tensorielles d’ordre m = 1 de B(Θ) induit un morphisme de
dg-cate´gories :
Bc(B(Θ)) = (F (Σ−1B˜(Θ)), ∂)
ǫ
−→ Θ.
(2) Et le morphisme d’augmentation ǫ : Bc(B(Θ)) → Θ ainsi de´fini est une e´qui-
valence faible.
De´monstration. — La de´monstration de l’assertion (1) se re´duit a` une ve´rification
facile, laisse´e en exercice, de la relation (**) du §6.5.
On renvoie a` [14, II §4] pour une de´monstration de l’assertion (2) dans le cadre des
dg-alge`bres.
Cettte construction cobar-bar Bc(B(Θ)) de´finit ainsi un mode`le quasi-libre naturel
de Θ dans la cate´gorie des dg-cate´gories dg CatX .
6.11. Cate´gories de diagrammes associe´es a` une dg-cate´gorie. — La notion de dia-
gramme sur une petite cate´gorie posse`de une extension naturelle dans le cadre des
dg-cate´gories : un Θ-diagramme covariant T : Θ → dg Mod consiste en la donne´e
d’une application T : X → dg Mod qui associe un dg-module T (x) ∈ dg Mod a` chaque
objet x ∈ X et de morphismes de dg-modules
Θ(b, a)⊗ T (b)
T ♯
−−→ T (a),
pour chaque couple d’objets (b, a) ∈ X ×X , satisfaisant des relations d’unite´ et
d’associativite´ standard ; la notion de Θ-diagramme contravariant est de´finie de fac¸on
syme´trique, avec des morphismes
Θ(b, a)⊗ S(a)
S♯
−→ S(b)
agissant en sens inverse.
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La cate´gorie des diagrammes (covariants) associe´e a` Θ sera note´e dg ModΘ. On a une
e´quivalence formelle entre la cate´gorie des Θ-diagrammes contravariants et la cate´gorie
des diagrammes covariants sur la dg-cate´gorie Θop telle que Θop(b, a) = Θ(a, b).
Lorsque X est fini, le dictionnaire de §6.2, donne une e´quivalence de cate´gories
entre dg ModΘ et la cate´gories des modules a` gauche sur la dg-alge`bre ΘX associe´e a`
la dg-cate´gorie Θ : on associe d’abord a` toute collection T (x), x ∈ X , le dg-module
TX =
⊕
x∈X T (x) muni de la structure de kX -module telle que T (x) = 1x ·TX ; lorsque
T est un Θ-diagramme, on a un produit ΘX ⊗kX TX → TX donne´ composante par
composante par l’action de Θ sur T , qui fait de TX un module sur ΘX . On a une
e´quivalence de cate´gories analogue entre la cate´gorie des diagrammes contravariants
dg ModΘ
op
et la cate´gories des modules a` droite sur ΘX .
On s’inte´resse aux diagrammes sur une construction cobar Bc(Γ). On section de
la proposition suivante :
Proposition 6.12. —
(1) Une collection de dg-modules T (x), x ∈ X , forme un diagramme sur la dg-
cate´gorie EndT ∈ dg CatX telle que
EndT (b, a) = Homdg Mod(T (b), T (a)).
(2) De plus, munir la collection T (x), x ∈ X , d’une structure de Θ-diagramme
revient a` se donner un morphisme de dg-cate´gories φ : Θ→ EndT .
De´monstration. — Formel.
Une structure de Bc(Γ)-diagramme covariant sur une collection T (b), b ∈ X , est
donc donne´e par un morphisme de dg-cate´gories ψ : Bc(Γ)→ EndT . Les observations
du §6.5 montrent que ce morphisme ψ = ψg est de´termine´ par sa restriction g au dg-
graphe Σ−1Γ˜, laquelle associe un homomorphisme de dg-modules α∗ : T (b) → T (a)
de degre´ d − 1 a` chaque morphisme ge´ne´rateur α ∈ Γ(b, a) de degre´ d, de telle sorte
que l’on a la relation
δ(α∗) = ψg((δ + ∂)(α))
dans Homdg Mod(T (b), T (a)). L’homomorphisme g : Σ
−1Γ˜→ EndT est par adjonction
e´quivalent a` une collection d’homomorphismes
Γ(b, a)⊗ T (b)
g♯
−→ T (a)
de degre´ −1.
On a une observation analogue pour les Bc(Γ)-diagrammes contravariants car on
constate que la cate´gorie sous-jacente a` Bc(Γ)op s’identifie a` la construction cobar
Bc(Γop) sur le diagramme Γop tel que Γop(a, b) = Γ(b, a). Une structure de Bc(Γ)-
diagramme contravariant sur une collection S(a), a ∈ X , est donc donne´e par un
morphisme de dg-cate´gories φ : Bc(Γop) → EndS . L’homomorphisme f : Σ
−1Γ˜op →
EndS de´terminant ce morphisme φ = φf est par adjonction e´quivalent a` une collection
d’homomorphismes
Γ(b, a)⊗ S(a)
f♯
−→ S(b)
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de degre´ −1.
6.13. Complexes a` coefficients associe´s a` une construction cobar. — On se donne
toujours un couple (S, T ) tel que S est un diagramme contravariant et T est un
diagramme covariant sur la dg-cate´gorie Bc(Γ) associe´e a` une dg-cocate´gorie. On
note S ⊗X Γ⊗X T le produit tensoriel
S ⊗X Γ⊗X T =
⊕
(b,a)∈X ×X
S(a)⊗ Γ(b, a)⊗ T (b)
qui dans notre dictionnaire entre dg-cate´gorie et dg-alge`bre correspond au produit
tensoriel sur kX des kX -modules associe´s aux collections sous-jacentes des objets S,
Γ et T . Ce produit tensoriel est muni d’un homomorphisme de torsion naturel
∂ : S ⊗X Γ⊗X T → S ⊗X Γ⊗X T
de´fini composante par composante, pour tout couple de Bc(Γ)-diagrammes (S, T ),
par l’homomorphisme compose´
S(a)⊗ Γ(b, a)⊗ T (b)
∆∗−−→
⊕
x∈X
S(a)⊗ Γ(x, a)⊗ Γ(b, x)⊗ T (b)
(f♯
∗
,g♯
∗
)
−−−−→
{⊕
x∈X
S(x)⊗ Γ(b, x)⊗ T (b)
}
⊕
{⊕
x∈X
S(a)⊗ Γ(x, a)⊗ T (x)
}
,
de´termine´ par la diagonale de Γ et l’action de Γ ⊂ Bc(Γ) sur S et T . La relation des
homomorphismes de torsion δ(∂) + ∂2 = 0 se de´duit aise´ment des e´quations du §6.5
pour les morphismes φf et φg. Par conse´quent, on a un dg-module tordu bien de´fini
(S ⊗X Γ ⊗X T, ∂) naturellement associe´ a` tout couple de B
c(Γ)-diagrammes (S, T ).
Le complexe bar a` coefficients associe´ a` une dg-cate´gorie connexe Θ s’identifie au
complexe tordu B(S,Θ, T ) = (S⊗X B(Θ)⊗X T, ∂) associe´ a` la construction bar de Θ.
Le produit tensoriel au-dessus d’une petite cate´gorie S⊗ΘT posse`de une extension
naturelle dans le cadre des dg-cate´gories. On a aussi une extension naturelle des
foncteurs Tor au diagrammes sur une dg-cate´gorie. Le produit tensoriel S ⊗Θ T
s’identifie en fait au produit tensoriel SX ⊗ΘX TX des modules associe´s a` S et T sur
la dg-alge`bre associe´e a` Θ et le foncteur Tor se de´termine par les me´thodes d’alge`bre
homologique diffe´rentielle standard (on appliquera par exemple [8, §§18-20]).
Les complexes tordus de´finis au §6.13 satisfont la relation
TorB
c(Γ)
∗ (S, T ) = H∗(S ⊗X Γ⊗X T, ∂),
pour tout couple de Bc(Γ)-diagrammes dg-cofibrants (S, T ), car on a une e´quivalence
faible de dg-cocate´gories η : Γ
∼
−→ B(Bc(Γ)) d’apre`s [14, II §4], et un argument spectral
standard nous permet de comparer le complexe (S ⊗X Γ⊗X T, ∂) au complexe bar a`
coefficients B(S,Bc(Γ), T ) = (S ⊗X B(B
c(Γ))⊗X T, ∂) calculant Tor
Bc(Γ)
∗ (S, T ).
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7. Construction cobar et mode`le minimal de la cate´gorie des arbres
e´lague´s. — La construction bar B(Ωepin ) du §2 s’identifie a` la construction bar de
la cate´gorie enrichie en k-modules Ωepin vue comme une dg-cate´gorie concentre´e en
degre´ 0. Cette construction bar he´rite d’apre`s l’observation du §6.9 d’une diagonale
B(Ωepin )(τ , σ)
∆
−→
⊕
θ
B(Ωepin )(θ, σ)⊗B(Ω
epi
n )(τ , θ),
qui en fait une dg-cocate´gorie connexe. Si on revient a` la de´finition du §2, alors cette
diagonale est donne´e par la formule
∆{τ0
u1←− · · ·
ud←− τd} =
d∑
k=0
{τ0
u1←− · · ·
uk←− τk} ⊗ {τk
uk+1
←−−− · · ·
ud←− τd}
pour les ge´ne´rateurs de B(Ωepin ).
Le dg-graphe K(Ωepin ) est muni, a` l’instar de la construction bar B(Ω
epi
n ), d’une
diagonale coassociative
K(Ωepin )(τ , σ)
∆
−→
⊕
θ
K(Ωepin )(θ, σ)⊗K(Ω
epi
n )(τ , θ),
qui est simplement de´finie par la formule
∆{u} =
∑
u=vw
{v} ⊗ {w}
pour tout morphisme u : τ → σ. On a aussi l’identite´ K(Ωepin )(τ , τ) = k, pour tout
τ ∈ ObΩepin .
La construction de Koszul K(Ωepin ) forme ainsi une dg-cocate´gorie connexe. On
utilise la notation Γ˜ = K˜(Ωepin ) pour le dg-graphe connexe associe´e a` cette dg-
cocate´gorie Γ = K(Ωepin ).
On peut donc appliquer la construction cobar a` K(Ωepin ) pour obtenir une dg-
cate´gorie quasi-libre
Bc(K(Ωepin )) = (F (Σ
−1K˜(Ωepin )), ∂)
associe´e a` Ωepin . La de´rivation de torsion de B
c(K(Ωepin )) est donne´e par la formule
∂{u} =
∑
u=vw
(−1)deg v · {v} ⊗ {w},
pour tout e´le´ment ge´ne´rateur {u} ∈ K(Ωepin )(τ , σ). Le signe additionel ± = (−1)
deg v
provient de la commutation implicite d’une de´suspension avec le facteur {v} ∈
K˜(Ωepin )(θ, σ) dans la de´finition cate´gorique de ∂ au §6.6.
On constate imme´diatement que :
Observation 7.1. — Le morphisme de dg-graphes K(Ωepin )
ι
−→ B(Ωepin ) de´fini par la
Proposition 2.4 est un morphisme de dg-cocate´gories.
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On a donc, par fonctorialite´ de la construction cobar, un morphisme de dg-
cate´gories
Bc(K(Ωepin ))
Bc(ι)
−−−→ Bc(B(Ωepin ))
qui, par composition avec l’augmentation de Bc(B(Ωepin )), munit la dg-cate´gorie
Bc(K(Ωepin )) d’une augmentation sur Ω
epi
n . On obtient, par inspection des construc-
tions, que le morphisme d’augmentation
ǫ : Bc(K(Ωepin ))
∼
−→ Ωepin
est de´fini sur les ge´ne´rateurs du dg-graphe K(Ωepin ) par :
ǫ{u} =
{
sgn(u) · {u}, si deg u = 1,
0, sinon.
Le re´sultat du The´ore`me 3.9 entraine :
Lemme 7.2. — Le morphisme de dg-cocate´gories ι : K(Ωepin )→ B(Ω
epi
n ) induit une
e´quivalence faible au niveau des constructions cobar
ι∗ : B
c(K(Ωepin ))
∼
−→ Bc(B(Ωepin )).
On en conclut :
The´ore`me 7.A. — La construction R(Ωepin ) = B
c(K(Ωepin )) de´finit un mode`le
quasi-libre de Ωepin dans la cate´gorie des dg-cate´gories.
Ce mode`le quasi-libre R(Ωepin ) = B
c(K(Ωepin )) est minimal au sens que le dg-graphe
K(Ωepin ) est muni d’une diffe´rentielle interne triviale et la diffe´rentielle de la construc-
tion cobar Bc(K(Ωepin )) = (F (Σ
−1K˜(Ωepin )), ∂) applique les e´le´ments ge´ne´rateurs sur
des e´le´ments de´composables.
On sait que Ωepin est engendre´e comme cate´gorie par les morphismes de degre´ 1. La
relation H0(B
c(K(Ωepin ))) = Ω
epi
n entraine la proprie´te´ supple´mentaire suivante qui
n’est pas apparente dans la de´finition du §1.1 :
Corollaire. — Les relations entre morphismes de degre´ 1 de Ωepin sont engendre´es
par les identite´s quadratiques de´finies par les diagrammes des figures 4, 5, 6 de la
Proposition 2.4.
Cette assertion, de´montre´e au niveau des k-modules, reste valable pour la cate´gorie
ensembliste Ωepin puisque la version enrichie en k-modules de Ω
epi
n est de´finie par les
k-modules librement engendre´s par les morphismes ensemblistes de Ωepin .
On a donc, en corollaire du The´ore`me 7.A, une pre´sentation par ge´ne´rateurs et
relations de Ωepin . Le re´sultat de ce corollaire peut e´galement se de´duire, dans l’esprit
de [6], d’une identification de Ωepin avec un produit en couronne ite´re´ de cate´gories.
On s’inte´resse maintenant aux diagrammes sur la dg-cate´gorie Bc(K(Ωepin )). Les
observations suivant la Proposition 6.12 entrainent le re´sultat suivant :
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Proposition 7.3. —
(1) Munir une collection de dg-modules T (τ), τ ∈ ObΩepin , d’une structure de
diagramme covariant sur R(Ωepin ) = B
c(K(Ωepin )) revient a` associer a` tout
morphisme u ∈ MorΩepin (τ , σ) un homomorphisme de dg-modules de degre´
deg(u)− 1
u∗ : T (τ)→ T (σ)
de telle sorte que les e´quations
δ(u∗) =
∑
u=vw
(−1)deg v · v∗w∗
sont satisfaites dans Homdg Mod(T (τ), T (σ)), la somme s’e´tendant sur
l’ensemble des de´compositions u = vw dans la cate´gorie Ωepin .
(2) Syme´triquement, munir une collection de dg-modules S(τ ), τ ∈ ObΩepin , d’une
structure de diagramme contravariant sur R(Ωepin ) revient a` associer a` tout
morphisme u ∈ MorΩepin (τ , σ) un homomorphisme de dg-modules de degre´
deg(u)− 1
u∗ : S(σ)→ S(τ)
de telle sorte que les e´quations
δ(u∗) =
∑
u=vw
(−1)deg v · w∗v∗
sont satisfaites dans Homdg Mod(S(σ), S(τ )).
7.4. Construction cobar de la construction de Koszul et complexes a` coefficients. —
On a de´fini au §§3-4 des complexes a` coefficients B(S,Ωepin , T ) et K(S,Ω
epi
n , T ) tels
que
H∗(K(S,Ω
epi
n , T )) = H∗(B(S,Ω
epi
n , T )) = Tor
Ωepin
∗ (S, T ),
pour tout couple de Ωepin -diagrammes dg-cofibrants.
Le complexe B(S,Ωepin , T ) utilise´ aux §§3-4 s’identifie au complexe tordu associe´
a` la dg-cocate´gorie Γ = B(Ωepin ) dans le §6.13. Le complexe K(S,Ω
epi
n , T ) s’identifie
de meˆme au complexe tordu du §6.13 associe´ a` la dg-cocate´gorie Γ = K(Ωepin ) La
construction de §6.13 donne donc une extension des complexes a` coefficients du §3
aux Bc(Γ(Ωepin ))-diagrammes, pour Γ = B,K. Tout B
c(K(Ωepin ))-diagramme he´rite
d’une structure de Bc(B(Ωepin ))-diagramme par restriction de structure. On peut
montrer par un argument spectral standard que le morphisme de dg-cocate´gories
ι : K(Ωepin )→ B(Ω
epi
n ) induit une e´quivalence faible
κ : K(S,Ωepin , T )
∼
−→ B(S,Ωepin , T ),
pour tout couple de Bc(K(Ωepin ))-diagrammes dg-cofibrants, et on en de´duit
l’existence de relations
H∗(K(S,Ω
epi
n , T )) = H∗(B(S,Ω
epi
n , T )) = Tor
Bc(K(Ωepin ))
∗ (S, T ).
Ces identite´s e´tendent les re´sultats obtenus au §4 lorsque (S, T ) est un couple de
Ωepin -diagrammes.
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Postlude : applications aux complexes bar ite´re´s
Le complexe bar n-ite´re´ Bn(A) d’une alge`bre commutative A s’identifie, dans l’ide´e
de [19], au complexe C∗(B
n(A)) = K(bn,Ω
epi
n , B
n(A)), pour un Ωepin -diagramme
Bn(A) associe´ a` A. On a explicitement Bn(A)(τ ) = A⊗ In τ et le morphisme u∗ :
A⊗ In τ → A⊗ In σ associe´ a` un morphisme u : τ → σ de Ωepin effectue le produit des
facteurs A⊗u
−1(i), i ∈ In σ, associe´s aux fibres de l’application u : In τ → In σ :
u∗(
⊗
j∈In τ
aj) =
⊗
i∈In σ
{
µ(
⊗
j∈u−1(i)
aj)
}
,
ou` l’application µ renvoie au produit de A.
On montre dans [10] que la de´finition du complexe bar n-ite´re´ Bn(A) s’e´tend
aux alge`bres sur une En-ope´rade et de´termine l’homologie H
En
∗ (A) naturellement
associe´e a` cette cate´gorie d’alge`bre. Ce complexe bar n-ite´re´ est de´fini par un dg-
module tordu Bn(A) = (T n(A), ∂) pour un foncteur sous-jacent de la forme T n(A) =⊕
τ A
⊗ In τ , avec un de´calage en degre´ implicite donne´ par l’insertion de suspensions
sur les sommets de τ .
On fixe une En-ope´rade, soit En. Si on reprend soigneusement la construction
effective de l’homomorphisme de torsion de Bn(A), telle qu’elle est donne´e dans [10,
§A.13], alors on constate que cet homomorphisme ∂ : T n(A) → T n(A) posse`de une
composante ∂u : A
⊗ In τ → A⊗ In σ, associe´e a` chaque morphisme u : τ → σ de Ωepin ,
qui est donne´e par une expression de la forme
∂u(
⊗
j∈In τ
aj) =
⊗
i∈In σ
{
πi(
⊗
j∈u−1(i)
aj)
}
,
ou` les applications πi renvoient a` des ope´rations de l’ope´rade En. On comprend en
outre que l’e´quation donne´e dans [10, §A.13] s’interpre`te comme une relation δ(∂u) =∑
u=vw ∂v∂w dans Homdg Mod(A
⊗ In τ , A⊗ In σ). On en conclut, par application de la
Proposition 7.3 et de la de´finition du §6.13 :
– la collection de dg-modules Bn(A)(τ ) = A⊗ In τ associe´e a` une En-alge`bre A
he´rite d’une structure de Bc(K(Ωepin ))-diagramme telle que u∗ = ∂u donne
l’action des e´le´ments ge´ne´rateurs {u} ∈ K(Ωepin ) sur B
n(A),
– le complexe bar ite´re´ associe´ a` A s’identifie au complexe de Koszul
K(bn,Ω
epi
n , B
n(A)) associe´ a` ce Bc(K(Ωepin ))-diagramme B
n(A), pour toute
En-alge`bre A.
On note que le diagramme Bn(A) est dg-cofibrant de`s lors que la En-alge`bre A est
cofibrante comme dg-module. On obtient donc par la ge´ne´ralisation du The´ore`me 4.A
e´tablie au §7.4 :
The´ore`me A. — On a les identite´s :
H∗(B
n(A)) = H∗(K(bn,Ω
epi
n , B
n(A))) = Tor
Bc(K(Ωepin ))
∗ (bn, B
n(A))
pour toute En-alge`bre A qui est cofibrante comme dg-module.
Ce the´ore`me donne la ge´ne´ralisation du re´sultat principal de [19] aux alge`bres sur
une ope´rade En.
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On de´duit ensuite du the´ore`me principal de [10] :
The´ore`me B. — On a l’identite´ :
HEn∗ (A) = Tor
Bc(K(Ωepin ))
∗ (bn, B
n(A))
pour toute En-alge`bre A qui est cofibrante comme dg-module.
Remarque. — La relation du The´ore`me B suppose que le foncteur Tor s’annule en
degre´ ∗ > 0 lorsque A est une En-alge`bre libre A = En(C). La de´monstration de
l’acyclicite´ de Bn(En(C)) dans [10, §8] fait appel a` une ope´ration de Browder in-
tervenant dans la composante ∂ : A⊗ In yn → A⊗ In in de la diffe´rentielle de Bn(A)
associe´e au morphisme :
??
?


→
(les notations y
n
et in reprennent la forme de ces arbres). Ce morphisme doit donc
agir par une ope´ration de degre´ ∗ > 0 pour que le diagramme Bn(A) donne le bon
re´sultat. Ceci donne une obstruction a` avoir une action stricte de la cate´gorie Ωepin
sur la collection A⊗ In τ , τ ∈ ObΩepin , lorsqu’on e´tend la construction aux alge`bres sur
une En-ope´rade.
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